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Die Unendliche Gurke

Die meisten Ratsel enthalten allgemeine
Regeln und eindeutige Hinweise.

Beispiele fur allgemeine Regeln:

¢ Bei Sudoku passt nur eine Zahl
in jedes Quadrat.
Bei Kreuzwortrdtseln sind die Worter
horizontal oder vertikal, nicht diagonal.

Beispiele fur eindeutige Hinweise:

¢ Das heutige Sudoku-Ratsel hat die
Zahl "6" im oberen linken Feld.
Das heutige Kreuzwortratsel hat
den Hinweis "26 quer: Griechischer
Gott der Jagd".

Unendliche Gurken sind anders. Bei ihnen
sind nur allgemeine Regeln notwendig.
Diese Regeln reichen aus, um eine

unendliche Anzahl von Réatseln zu erstellen,

von einfach bis komplex.

Da die Schwierigkeit nach hoch oder
niedrig gewdahlt werden kann, kénnen
Unendliche Gurken sowohl fir Schiler
mit Schwierigkeiten als auch fir begabte
Schiler geeignet sein. Der Lehrer muss
nicht mehrere Aktivitéten fir verschiedene
Schuiler vorbereiten. Diese Aktivitaten sind
fOr alle geeignet.

Auch Erwachsene werden sich an

den immer schwieriger werdenden
Herausforderungen er-freuen, die
Unendliche Gurken bieten. Nimm die
Herausforderung an, trete gegen mich an
oder treffe dich mit deinen Freunden und
Feinden und spiele mit ihnen.

Zu jeder Unendlichen Gurke habe ich
einige meiner besten Antworten beigefugt.
Ich nehme mir oft nicht die Zeit, um zu
beweisen, dass dies die besten Antworten
sind - und benutze auch keine Computer,
um mir zu helfen. Das bedeutet, dass

du mich schlagen kannst. Das macht
Spaf! Das ist schon einmal zwischen dem
englischen und dem deutschen Buchdruck
passiert. Amelie Cao, ein Madchen der
Klasse 6 aus New York, hat meinen
Highscore bei einem Ratsel mit 2133
Punkten geschlagen. Ich Uberlasse es dir,
das Ratsel zu finden!

Immer, wenn einige meiner besten
Antworten erscheinen, rufe ich
"SPOILERALARM!"
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Die Unendliche Gurke... Genial!!! Ich bin
Uberwadltigt, wie kreativ und innovativ
diese Ratsel sind. Wowza!

James Tanton
Arizona, USA

James ist der "Mathematician-at-Large” fur die
Mathematical Association of America. Er ist der
Erfinder der explodierenden Punkte.

Google

nEXplodierende
punkte"

Ich mag jedes einzelne Kapitel, das ich gelesen habe (und
ich habe ALLE gelesen). Ich LIEBE das Rdtsel zum Ausmalen
der Ukraine (die Karte der Ukraine kénnte sich leider
dndern...)) und auch das Ratsel Ober die bésen Herrscher
[aus der Fortsetzung: Die Unendliche +1 Gurke]. Wow, das ist
Kombinatorik, die schon Grundschulkindern verstdndlich ist.

Nitsa Movshovitz-Hadar
Haifa, Israel

Nitsa Movshovitz-Hadar ist eine emeritierte Professorin fur
Mathematikunterricht am Technion in Haifa.

Vielen Dank fir diese
fantastischen Rétsel und Spiele!
Sie machen so viel Spaf3!

Gabriella Pinter
Milwaukee, USA

Gabriella ist Professorin am Fachbereich
fOr mathematische Wissenschaften an

JSo wie eine indische Mahlzeit nie ohne Gurken
volisténdig ist, ist auch eine mathematische
Grundlage nie vollsténdig ohne die Verspieltheit,
die in Die Unendliche Gurke vorgestellt wird.
Jedes Kapitel enthdlt lustige, einfache, bunte
und interessante Spiele und Aktivitdten, die die
grauen Zellen stimulieren. Das ist die beste Art,
Mathematik zu lernen - durch Spafi und Spiel.

Kiran Bacche
Bangalore, Indien

Kiran leitet den Bangalore Math Circle.
Er ist Mitbegrinder von dhimath.org.

der Universitat von Wisconsin-Milwaukee.

WO IST
SEITE 5
GEBLIEBEN?

Die meisten Bicher nummerieren
die Seiten in einer vorhersehbar
langweiligen Reihenfolge. Was fir
eine Zeitverschwendung!

Bevor du jede Seite umblatterst,
versuche herauszufinden, welche Zahl
auf der ndchsten Seite steht. Es ist die
néchste ganze Zahl, die auf genau
eine Weise die Summe der beiden
vorheri-gen Seitenzahlen ist.

Eine Liste mit allen Ulam-Zahlen unter
1000 findest du auf Seite 847.

Vielen Dank an Stanistaw Ulam aus
Lviv, Ukraine, fur diese Zahlenfolge!




Apfel fir die Arbeit
mit Kindern!

Wenn du mit Kindern arbeitest, unterrichtest
du allzu oft nur mit Algorithmen, die du
beherr-schen musst, und padagogischen
Techniken, die dich zur Einhaltung zwingen.
Lass uns neu beginnen. Wenn du ein paar
tolle Ratsel kennst, kann die Zeit, die du

mit kleinen Menschen in der Mathematik
verbringst, fréhlich und produktiv sein.

So wie du kein grof3artiger Englischlehrer
sein kannst, wenn du Harlequin Romances
liest, kannst du auch kein grof3artiger
Mathelehrer sein, wenn du mittelmdaflige
Rétsel benutzt. Die besten Aufgaben helfen
bei den wichtigsten Dingen, die wir uns fur
unsere Kinder winschen. In der Reihenfolge
ihrer Wichtigkeit méchten wir, dass sie:

#1 Probleme zu I6sen,

#2 nach einem Misserfolg
weitermachen,

#3 mathematische Fahigkeiten
erwerben.

Diese Liste ist fUr Eltern und Lehrkrafte

ausreichend, aber auch Lehrkréfte missen:

#4 schwache und begabte Schuler
gleichzeitig férdern.

Die Unendlichen Gurken in diesem Buch
erfUllen all diese Aufgaben.

Bei der Unendlichen Gurke geht es nicht
darum, Dinge so EINFACH wie moglich
zu vermitteln, sondern darum, sie so
FORDERND wie moglich zu vermitteln.

Den Algorithmus der Addition zu vermitteln,

ist EINFACH. Das Problem ist nur, dass,
bevor du den Mund aufmachst, die bes-ten
20% deiner Klasse bereits wissen, wie man
addiert; die restlichen 20% deiner Klasse
ha-ben Mihe, sich an den Lehrplan

des letzten Jahres zu erinnern.

Mit der Unendlichen Gurke kannst du die
ganze Klasse so lange beschaftigen, bis
90% ver-stehen, wie es funktioniert. Wenn
sich die Klasse dann in Paare aufteilt,
kannst du dich beliebig bewegen und

einer Gruppe dort helfen, wo sie es am
meisten braucht. Leistungsstarke Kinder
werden zum Problemldsen abgelenkt (keine
Zeitverschwendung) und schwdchere Kinder
ar-beiten am Erwerb von Fahigkeiten.

Die Arbeit mit Kindern ist eine experimentelle
Wissenschaft. Manche meiner Ideen werden
fUr dich funktionieren, manche nicht. Du
kannst Ideen ablehnen und Ubernehmen,
wie du es fUr richtig haltst. Ich winsche dir
viel Erfolg.

Gord!

PS. Im ganzen Buch werde ich den
Apfel immer dann verwenden, wenn ich
denjenigen von euch, die mit Kindern
arbeiten, etwas sagen mochte.

wenn du erkléren willst,
dass 29 weniger als 30
ist, ersetze eine normale
Unterrichtsstunde durch
Ungeschnittene Spaghetti.
wenn du das Zahlen
unterrichtest, ersetze eine
normale Unterrichtsstunde
durch Springende Frésche.
wenn du den Stellenwert von
Zahlen unterrichtest, benutze
die Ukraine zum Ausmalen.
All diese Unendlichen
Gurken konnen anstelle der
normalen Unterrichtsstunden
eingesetzt werden. Sie
passen in jeden Lehrplan.
Sie kdnnen auch for altere
Kinder geeignet sein, well
sie alle das Problemldsen
fordern, das den Kern eines
guten Mathematikunterrichts
ausmacht.

Gurken fir die Genies
unter euch!

Du fUhist dich heute wie ein Genie. Es wird
Zeit, sich in ein tolles Ratsel zu vertiefen.

In diesem Buch hast du die Qual der Wahl.
Wenn du bereit bist, deine Antworten zu
Uberprifen, kannst du sie mit meinen
besten Versuchen vergleichen.

Und wenn du damit fertig bist, dein
Ratselhirn zu beschdaftigen, ist es vielleicht
an der Zeit, an-deren zu helfen. Viele
dieser Ratsel wirden traditionell als
Hobby-Mathematik eingestuft wer-den.
Das verharmlost sie. Sie sind vielmehr als
pddagogische Juwelen zu bezeichnen.
Sie sprechen das gesamte Spektrum der
Fahigkeiten der Schiler an.

Manche von euch waren begabte Kinder.
Eure Lehrerin oder euer Lehrer musste einen
Weg finden, euch zu inspirieren, ohne das
Kind neben euch zu vernachlassigen, das
sich abmuht. Mit mittelmaBigen Aufgaben
ist das unmaoglich. Der wahre Beweis fir
diese Ratsel ist nicht, dass du sie interessant
fandest, sondern dass alle deine Mitschiler
sie auch interessant fan-den.

Wer sich mit Grundschulklassen
auseinandersetzt, wird genauso viel lernen,
wie er geben wird. Vielleicht ist es nicht
deine Starke, junge Menschen zu inspirieren,
aber diese Zusammenarbeit ist sehr
wertvoll.

Du denkst vielleicht, dass du in der
Oberstufe die besten Chancen hast, mit
jungen Menschen in Kontakt zu kommen,
aber meiner Meinung nach kannst du
deine Zeit am effektivsten nutzen, wenn

du Seite an Seite mit Grundschullehrern
arbeitest. Hier findest du wissensdurstige
Schi-lerinnen und Schdiler, Lehrerinnen und
Lehrer, die offen fUr eine Zusammenarbeit
sind, und ei-nen Lehrplan, der flexibler ist als
in der Oberschule.

Gord!

PS. Im ganzen Buch werde ich die Gurke
benutzen, wenn ich etwas zu den Genies
sagen will.
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Ich habe einmal einen geizigen Ratsler
besucht, der nummerierte Essteller hatte.
Als ich hungrig wurde, wurde eine einzelne
Spaghetti gekocht.

Der Ratsler forderte mich auf, eine Zahl zu
wdahlen. Ich wahlte 14. Dann wurde mein
Spaghettum auf meinem Teller ausgelegt

- beginnend bei 14 und immer bis zur
kleinsten benachbarten Zahl, die noch nicht
erreicht worden war,

x Diagonale Zige sind nicht erlaubt.

12 13 @’ 15 16 17

18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28 29

30 31 32 33 34 35

Der geizige Ratsler hat gesagt, dass ich
mein Spaghettum essen kann, wenn ich
den Teller gefullt habe - sonst mUsste
das Spaghettum geschnitten werden und
das ware nicht gut. Ich wirde also kein
Abendessen bekommen.

* War 14 eine gute Wahl?

* Welche Zahlen funktionieren?

e Welche Zahlen funktionieren nicht?

* Gibt es Muster, die fUr unterschiedlich
grofde Teller gelten?

SPOILERALARM!

-
12 13 @ 15 16 17

18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28 29

30 31 32 33 34 35

Ja-14 war eine gute Wahl. Die ganze
Spaghetti kamen auf den Teller, ohne dass
sie geschnitten werden mussten. Wir werden
14 zur Feier des Tages grin anmalen.

Nicht alle Zahlen funktionieren. Hatte ich
die 31 gewdahlt, wirde das Spaghettum den
Teller nicht ausfillen. Es misste geschnitten
werden. Wie dlle Italiener wissen, schmeckt
ein geschnittenes Spaghettum nicht so gut
wie ein ungeschnittenes Spaghettum.

'\
12 13 @ 15 16 17
\_/

18 19 20 21 22 23
24252627 28 29

30 31 32 33 34 35

Ich male 31 rot an, als Warnung!

Auf der folgenden Seite zeigen wir die
rot-grione Farbung dieses 6x6 Tellers und
anderer Teller von 1x1 bis 8x8.

SPOILERALARM!

7~
12 13 @ 15 16 17

18 19 20 21 22 23

24 25 26 27 28 29

)
30 @ 32 33 34 35
)

In jeder Klasse gibt es Kinder, die
Probleme mit ihrem Selbstwertgefuhl
haben. Mit welcher Frage kannst

du einem Kind mit geringem
Selbstwertgefuhl eine positive
Erfahrung garantieren, wenn dues
vor der ganzen Klasse aufforderst?

nConnor - wahle ein Quadrat,
von dem du glaubst, dass es
scheitern wird."

Das ist ein gutes padagogisches
Mittel fur kleine Kinder, denn wenn
Connor ein Quadrat findet, das
misslingt, konnt ihr das feiern. Findet
Connor ein Quadrat, das erfolgreich
ist, konnt ihr auf eine andere Weise
feiern. In beiden Fallen genht es
darum, die Probleme mit dem
Selbstwertgefihl zu umgehen,
damit das Kind sich

entspannen und Spafd am @
Ratsel haben kann.
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Ich habe dieses Rétsel ausgewdhlt,

weil ich gerne Spaghetti esse :)
Ich mag es, die langen Spaghetti
zu zeichnen und dann mit

Grin auszumalen. Ich mag es
nicht, wenn die Spaghetti kurz
geschnitten sind und ich mit Rot
malen muss.

Arven hat gerade die 1. Klasse absolviert.
Sie liebt Mathe, aber noch mehr liebt sie
Kunst. Sie lebt in Ankara, Turkei.

lhre Mutter, ©zgil, hat einen Doktortitel in
Sonderpddagogik.

26
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Stelle anhand der Muster der Tafel 1-8
Vermutungen Uber die Farbe dieser 10x10
Tafel an, bevor du die Loésung auf der
ndchsten Seite siehst.

Ich benutze eine 0-99 Wandtafel. Sie
sind schwer zu finden, aber besser
als die Oblichen 1-100 Wandtafeln.

warum?

« Weil wir einfache Muster
erkennen sollten und eines der
wichtigsten for Scholer ist die
Zahl zehn.

« Die Zahlen in jeder Reihe
haben die gleiche Anzahl von
"Zehnern". .

« Von links nach rechts steigen
die "Einheiten” von 0-9.

Manchmal benutze ich ein Flipchart

mit den Zahlen 100-199 auf der
sweiten Seite und 200-299 auf der
dritten Seite, USW. Jede Seite besteht
qus den Zahlen, die die gleiche
Anzahl von "Hundertern” haben.
wenn ich bei "72" anfange,

weif ich, dass 172" direkt @
darunter steht.

28

Benutze eine 1-100 Wandtafel,

wenn du keine 0-99
Wandtafel finden kannst.
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Es gibt viele Muster, die du vielleicht schon
auf den kleineren Tafeln beobachtet hast:

Die Spalte auf der rechten Seite scheint
abwechselnd grin und rot zu sein.

Die zweite Spalte auf der rechten Seite
scheint Uberwiegend rot zu sein.

Ein Teil der Tafel ist mit einem
Schachbrettmuster bedeckt.

Die untere Reihe scheint hauptsdachlich
rot zu sein.

Es gibt einen Unterschied zwischen Tafeln,
die eine ungerade und eine gerade
Kantenldnge haben. Diese 10x10-Tafel hat
mehr mit 6x6- und 8x8-Tafeln gemeinsam
als mit 5x5- und 7x7-Tafeln.

Man sollte von keiner Klasse erwarten, dass
sie alle oben genannten Punkte versteht. Lass
die Schiler/innen Vermutungen anstellen und
Uberprife dann, ob sie richtig liegen. Belohne
falsche Vermutungen noch mehr als

und nimmst ihnen das Stigma des
Scheiterns.

richtige. So weckst du offene Neugier @

ry
W

o
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Lege auf eine 5x5-Tafel fUnf
Fleischballchen, damit alle
anderen Zahlen grin gefarbt
werden koénnen. (Das Spaghettum
ignoriert alle Zahlen, die mit einem
Fleischballchen abgedeckt sind.)

SPOILERALARM!

Ordne die Zahlen 0-15 auf einer
4x4 Tafel so an, dass du alle
Zahlen grun farben kannst.

SPOILERALARM!

38

Wenn ein nasses Spaghetti aushdartet, kann es
stark genug sein, um Dinge zu bauen. Ergénze
die Kreise auf dem Turm und dem Rad mit
den Zahlen 1-11. Achte darauf, dass du, egal bei
welchem Kreis du anféngst, immer wieder zur
kleinsten zusammenhd&ngenden Zahl gehst,
damit du alle Kreise besuchen kannst.

SPOILERALARM!

FUnf Fleischbdllchen kénnen
auf eine 5x5-Tafel gelegt
werden, so dass alle anderen
Zahlen grin sind.

Es gibt viele Méglichkeiten, die 0-15
Tafeln zu nutzen. Lege die Zahlen 0-3

in die Eckquadrate und die Zahlen 12-15
in die mittleren Quadrate. Fille den Rest
der Tafel nach Belieben aus.

Falls du ein schdnes Online-Erlebnis
von Tafeln bis zur Grofle 20x20 haben
mochtest, google
"data genetics
Ungeschnittene

© 0000
® 00000

Bei allen Schritten zum Losen voh
chen Ratseln sollten die

symmetris )
Y er die

Schuler ermutigt werden, Ob
Symmetrie nachzudenken.

. Wenn die obigen Ratsel zu unheimlich

qussehen, sollte ein Schuler zuerst

versuchen, einen kUrzeren Turm oder ein

Rad mit weniger Speichen zu |6sen.

« Nachdem eine Losung gefunden wx_;rde,
sollten sich die Scholer fragen, ob sie
eine allgemeine LosuNg gefundeT hobe_an,
die unendlich viele Ratsel lost - Turmg in
beliebiger Hohe und Réder mit beliebig

vielen Speichen.

47
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Vervollsténdige die Nummerierung
des Hauses und der Villa, damit sie
ganz grun bleiben kénnen.

48

Schwieriger: FUge die Zahlen 1-10 zu
den Kreisen unten hinzu. Achte darauf,
dass du, egal bei welchem Kreis du
beginnst, durch wiederholtes Bewegen
zur kleinsten zusammenhdngenden
Zahl alle Kreise besuchen kannst.

SPOILERALARM!

Setze die positiven ganzen
Zahlen 1-n auf die n Eckpunkte
eines Diagramms. Male einen
Scheitelpunkt gron an, wenn ein
Weg, der dem ungeschnittenen
Spaghetti-Algorithmus folgt, alle
Punkte berUhrt. Ansonsten male
den Punkt rot an.

Welche Diagramme kénnen
durch sorgfaltige Platzierung der
Zahlen alle grun gefdarbt werden?
Kénnen Diagramme mit einer
Schleife durch alle Punkte immer
grin gefarbt werden? Wenn nicht,
finde ein solches Diagramm mit
den wenigsten Punkten oder den
wenigsten Kanten, fir die es keine
vollstandig grine Farbung gibt.
Dieses Diagramm mit 14 Punkten
sieht wie ein guter Kandidat aus,
aber ich bin mir nicht sicher:

Deine Schuler konnen inre eigenen
Ratsel erstellen. Zu Beginn
solltest du die Anzahl der Kreise
quf maximal 8 begrenzen. wenn
du keine Begrenzung festlegs‘F,
kénnten die Ratsel zu schwierig
sein, um herauszufinden, ob sie
moglich oder unmaoglich sind.

Ermutige die Schuler, die Klassen
der symmetrischen Puzzles zu
erkunden. Die grofien Ratsel auf
der rechten Seite sehen schon aus

und haben Losungen,
die verallgemeinert @
werden konnen.

UNGESCHNITTENE SPAGHETTI

DIE UNENDLICHE GURKE



Diese Zeichenketten-Diagramme kénnen Ist dir aufgefallen, dass alle diese
im Uhrzeigersinn durchnummeriert Diagramme spiegelsymmetrische
werden. Einige von ihnen sind alle gron. Farbungen haben? Gilt das auch fur
Experimentiere mit anderen Stringart grofere Kreislgufe?

Diagrammen, um zu sehen, wann sie alle

grin sind.

57

Das hat mich verwirrt, als ich es das erste Mal
ausprobiert habe. Die Symmetrie schien zu
stimmen, aber ich konnte mir nicht vorstellen,
warum. Aber natirlich funktioniert sie nicht.
Experimentiere mit grofieren KreislGufen.
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SPRINGENDE FROSCHE

Immer wenn Frosche alleine sind, spielen
sie ein Spiel.

Die Frésche stellen ihre Seerosenblatter in
einer Reihe auf. In jeder Runde springen alle
Frosche auf einem Seerosenblatt nach links
oder rechts. Wie weit sie springen, héngt
davon ab, wie viele Frésche sich auf dem
Seerosenblatt befinden.

¢ ein Frosch springt einmal.

» zwei Frésche springen zweimal.
e drei Frésche springen dreimal.
*  USw.

b a2 2 S
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Die hUpfenden Frosche kédnnen nie auf
einem leeren Seerosenblatt landen. K&nnen
alle Frésche am Ende auf demselben
Seerosenblatt feiern?

Das ist fUr fUnf Frosche moglich.
Probiere es aus!

Folge nicht dem
Beispiel dieser 5
kriminellen Frosche.
Alle ihre Springe

sind richtig, aber die
Ergebnisse sind traurig.

Nachdem du es fur
funf Frésche gelost
hast, versuche es mit
6,7, 8 oder 9 Froschen
in einer Reihe?
SPOILERALARM!

" party
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7 und 9 Frosche kdnnen zusammen feiern.

Eigentlich kénnen alle ungeraden Zahlen
von Fréschen zusammen feiern. Und so
geht's:

e Beginne in der Mitte.
e Springe abwechselnd nach links
und rechts.

Melissa Raskauskas markiert die
Seerosenbldatter mit Buchstaben,
damit ihre Schuler Dinge sagen
k&nnen wie: "Spring Frosch C nach
links." Die Markierung mit den
Zahlen 1-10 kann

verwirrend sein. Melissas @

Buchstaben sind besser.

77

Ein &hnliches Hin- und Herspringen
ermoglicht es dir, auch alle geraden Zahlen
zu losen.

Die Froschkonigin taucht eines Nachts
auf. Sie muss auf jedem Haufen, auf
dem sie ist, ganz oben sein. Kann sie mit
all den Fréschen feiern, wenn sie auf
Seerosenblatt 8 beginnt?

SPOILERALARM!

Schuler lieben es, ihre eigenen

Regeln fur Ratsel vorzuschlagen.
Hast du einige mit der ganzen Klasse
ausprobiert? Sind sie gut? Sind sie
schrecklich, weil sie das Ratsel zu
einfach oder zu schwer machen?
Auch wenn die unmittelbaren
Ergebnisse im Unterricht nur
mittelmafig sind - wenn die Schuler
erkennen, dass Regeln

von Menschen wie ihnen @
aufgestellt werden, ist das

gute Padagogik.

e o o
> @ <
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Hier ist eine Moglichkeit, der Kénigin zu
helfen. Der Frosch auf Seerosenblatt 3 fangt
an, hin und her zu springen, und dann fangt
unsere Kénigin auf Seerosenblatt 8 an, hin
und her zu springen. Die grof3e Party findet
auf Seerosenblatt 5 statt.

Egal, wo die Kénigin beginnt, ein éhnliches
Sprungmuster sorgt dafir, dass die Frosche
immer ihre Party feiern kénnen!

Die franzésischen Frésche haben die
Monarchie abgeschafft, um dann mit neuen
populistischen Regeln in eine genauso
unangenehme Lage zu geraten. Hier ist
eine davon: "Hiermit wird erklart, dass
kein Froschhaufen auf einen kleineren
Froschhaufen springen darf.”

Zeig, dass es fir 13 franzosische Frosche
immer noch moglich ist, zu feiern.

SPOILERALARM!

Obwohl diese neue populistische

Regel das Feiern erschwert, ist

es trotzdem noch moglich, eine

beliebige Anzahl von Fréschen zu

treffen. Das kénnen auch Schiler
der Mittelstufe beweisen.

SPOILERALARM!

Zwei Erkenntnisse, die mir geholfen

haben:

1. Jede 2te Reihe von Fréschen
kann an jedem beliebigen Ort
eine Party feiern.

2. Jede Reihe von Fréschen kann in
Zweiergruppen aufgeteilt werden.

e o o
> @ <
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Kehren wir zu den urspringlichen einfachen
Regeln zurick, bei denen es in Ordnung ist,
wenn ein grof3er Haufen auf einen kleinen

Haufen springt. Bei 4-6 Froschen kdnnen schon zwei

falsche Springe die Chance auf

SPRINGENDE FROSCHE

Es“glbt v.|.ele Losgngfen fgr die 13 Wenn sich die Frosche bei ihren ersten eine Party auf einem Seerosenblatt
Glycksfro§ch§:. Hier |st.e|ne. Anstatt olles"zu Springen schlecht entscheiden - vielleicht verderben. Hier ist ein Beispiel mit
zeigen, zeige ich nur die ersten neun Springe. weil sie zu viel Sumpfwasser getrunken sechs Froschen:

haben - kann das bedeuten, dass sie
garantiert scheitern.

Wie viele falsche Springe sind bei
3-12 Fréschen am wenigsten nétig, um
garantiert zu scheitern?

SPOILERALARM!

Bei drei Fréschen gibt es keine Maglichkeit,
einen Fehler zu machen. Das war eine

Fangfrage.
Stelle den Schilern so oft wie 7-10 Frésche kdnnen mit drei Ich glaube nicht, dass es einen 3-Zug gibt,
méglich Fangfragen. Versuche ain schlechten Springen sabotiert der elf oder mehr Frésche sabotiert. Eine
ernstes Gesicht zu machen. ' werden. Hier ist ein Beispiel fur 10: Sabotage mit 4 Z0gen scheint bis zu etwa
So bleibt das Klassenzimmer 25 Fréschen moglich zu sein.

lustig und frisch.
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Ein kleines Balzspiel: Vor ihrem
lebensverdndernden Kuss spielen die
Menschenprinzessin und ihr Froschprinz ein

Wenn sowohl die Prinzessin als auch der
Froschprinz gut spielen, wie viele Partys
(besetzte Seerosenblatter) kdnnen wir

Nach den Springen unten ist die Prinzessin
an der Reihe. Welche Springe sollte sie sich
Uberlegen?

Sahiba ist Schilerin einer Oberschule in Michigan,
USA. Sie hat nationale Mathematikfestivals
mit spielerischen Ratseln veranstaltet. lhre

SPRINGENDE FROSCHE

Liebe zur Mathematik entwickelte sich aus
SPOILERALARM! Mathematikwettbewerben, Ratseln und dem Spafs
am Lésen von Problemen.

Spiel. erwarten?

» Die Prinzessin mdchte so wenig Partys SPOILERALARM!
wie moglich feiern.
e Der Froschprinz will die meisten feiern.

Auf der ndchsten Seite sind die rosa
Springe die, die die Prinzessin bedenken
sollte. Jeder dieser Springe fUhrt zu zwei

Bei 5 Froschen wird sich die Prinzessin
mit einer Riesenparty durchsetzen. Bei 6

11 !
& " . i —
q g
2

Beginnend mit der Prinzessin, wechseln Froschen werden die Prinzessin und der statt drei Partys. ; i iy

sie sich ab. Wenn sie an der Reihe sind, Froschprinz am Ende zwei Partys haben. =3 ;,-,.‘,_ Bl PN .,;’".,f ":f;* RO AN N i i
befehlen sie den Fréschen auf einem Unten siehst du die Mitte eines Spiels mit 10 g L q:J_EJf: jﬁ’g S e e e
Seerosenblatt zu springen. Mach so lange Froschen.

weiter, bis keine Springe mehr moglich
sind. Beginne mit fUnf oder sechs Fréschen.

il il
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Eines Abends tauchen einige der Frosche
nicht auf. Diese Partyverweigerer kénnen
eine grof3e Party erheblich erschweren
oder unméglich machen. Die Frosche unten
kénnen es schaffen, aber es erfordert viel
Froschdenken.

Google
“NUmberph“e
Frog

Jumping”

106

Dieses Ratsel konnte bindr als
10101111111 verschlUsselt werden.
Das ist nicht schon. Stattdessen
sagen die Frésche, dass die kleinste
Anzahl von Nachkommastellen, die
bendtigt wird, damit 1010 16sbar ist,
acht ist.

Die Frosche wollen herausfinden,
wie viele Nachkommastellen es

fUr jede Bindrzahl mindestens gibt.
For viele ist die Antwort Null.

Diese Zahlen haben einen
besonderen Platz im Herzen
eines jeden Frosches, denn sie
bedeuten, dass eine Party auch

dann stattfinden kann, wenn
niemand kommt!

Die Reihenfolge der kleinsten
Bindrzahlen, die eine zunehmende
Anzahl von Nachkommastellen
haben, beginnt wie folgt: 0, 101,
1001, 1010. Diese Zahlen kdnnen
geldst werden, indem man 0,1, 2
bzw. 8 Einsen anhangt. Das sind
bdse Folgen fur die Frosche, also
werde ich aus Respekt nicht mehr
darUber reden. Das

ist auch gut so, denn

ich weif3 nicht, was die

néchsten Bedingungen

sind.

Diese Springe erméglichen eine
erfolgreiche Party fur zehn Frdsche. Sprung
3 wird nicht gezeigt, aber du kannst dir
wahrscheinlich denken, wo er passiert ist.

10

12

114
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Einige Frosche haben keine Lust mehr auf e Ein Frosch springt einmal, zwei Frosche springen zweimal, usw.
das Spiel, ihre Seerosenblatter in einer Reihe * Frosche kénnen nicht auf ein leeres Seerosenblatt springen.
aufzustellen. Stattdessen versuchen sie e Alle Seerosenblatter mUssen miteinander verbunden sein.
etwas Neues mit neuen Regeln: e Wenn du die Sprungweite zahlst, benutze verbundene Seerosenblatter.
1 2 e

OO OO

0.0 0.0 0.0 o o 0.0 0.0
(o) %0) () 0.0
(o) 0.0
OO 0.0
0.0 0.0 o)
0.0
o © 0. © (o)
0 ©
(o %e) o ©

Auf welchen der sieben Seerosenbldtter Manche Anordnungen von Seerosenbldttern kénnen nirgendwo eine
kann eine erfolgreiche Party gefeiert erfolgreiche Party feiern. Finde die Anordnung mit den wenigsten
werden? Seerosenblattern, fir die eine erfolgreiche Party unmaoglich ist.

126

=0

In dieser Anordnung gibt es nur zwei
Seerosenblatter, auf denen Partys
stattfinden kénnen. Malen wir sie grin an.

Matej Veselovac ist verantwortlich
fUr diese tolle Erweiterung des
linearen Ratsels auf Baume.
Vielen Dank, Matej.

Ich Uberlasse es den neugierigen

Lesern, Fragen dazu zu stellen:

e Wo kann eine Froschkonigin
anfangen und trotzdem eine
erfolgreiche Party feiern?
Diagramme, die keine Baume
sind.

Alle Anordnungen mit sieben Seerosenblattern haben mindestens ein
Seerosenblatt, in dem eine erfolgreiche Party stattfinden kann. Das gilt
auch fur alle Anordnungen mit weniger Seerosenblattern.

Die meisten Anordnungen mit acht Seerosenblattern funktionieren auch.
Hier sind vier:

Es gibt zwei Anordnungen von acht Seerosenblattern,
die auf keinem Seerosenblatt eine Party feiern kdnnen:

131
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D.E u “QR.NE nusmn‘EN This is the same map of Ukraine. The regions
are represented by circles. Any two regions
that shared an edge on the previous map
are now connected.

=1 ist die haufigste
Farbe. Rosa ist die

seltenste.
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Dies ist eine Karte der Ukraine.

Regionen, die eine gemeinsame
Grenze haben, sind
unterschiedlich markiert.

Hier sind ein paar Schritte, um eine Karte wie

Die gesamte Karte
diese auszumalen. Wir nennen das unser Rezept:

hat nur vier Farben.

)
0000

1. Beginne mit farblosen kreisférmigen
Regionen.

2. Wahle eine Farbe. Beginne, Kreise mit dieser

« Welche Farbe wird am Farbe zu malen. Achte darauf, dass keine zwei
meisten benutzt? Kreise mit der gleichen Farbe miteinander

. Welche Farbe wird am verbunden sind. Wiederhole den Vorgang, bis
wenigsten benutzt? du keine Kreise mehr ausmalen kannst.

3. Wiederhole "2", bis die Karte vollstandig
ausgemalt ist.

138 145
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1.

1. Wir beginnen mit der Farbe Blau und folgen dem Rezept.
Kénnen wir jetzt aufhdren, Blau zu benutzen?

\\/ ~g\
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. L/ \\<\\//\/\\/.

\
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w
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3.

3. Wir haben 8 Kreise blau gemalt. Lass uns die "8" an einer
auffalligen Stelle platzieren und mit einer anderen Farbe
malen. Nehmen wir

148

2.

2. Nein, wir missen so lange mit Blau malen, bis es keine
neuen Kreise mehr gibt, die blau gemalt werden kdénnen.
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4.

Wir malten weiter, bis wir sieben gelbe Kreise hatten. Kénnen wir
noch einen Kreis malen? Nein - jeder weitere Kreis, den wir
malen, wirde mit einem anderen Kreis verbunden sein.

5.

Als néchstes malen wir 6 Kreise aus. Du siehst, dass
wir beim Ausmalen unserer Karte eine Zahl bilden. Unsere
Zahl ist jetzt 678, aber wir sind noch nicht fertig.

7.

Zum Schluss fiogen wir ein einzelnes Rosa hinzu.
Unsere Karte ist fertig. Sie erhdalt die Nummer 13.678.

@
WL AN
/\.\\,\\/./\//. /N /.\
& " //\/
N

\
00000

6.

Wir figen drei dunkelgrine hinzu. Es gab eigentlich keine
Moglichkeit, mehr oder weniger hinzuzufigen. Unsere Zahl
ist jetzt 3.678.
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Die Blautone stehen fur die Anzahl der Einheiten.

Die stehen fUr die Anzahl der Zehner.

Die stehen fur die Anzahl der Hunderter.
Die dunklen Grinténe stehen fUr die Anzahl der Tausender.
Das Rosa steht fUr die Zahl der Zehntausend.

e Was ist die gréfite Zahl, die du durch Ausmalen der
Ukraine erhalten kannst?
¢ Was ist die kleinste Zahl, die du bekommen kannst?

Ich werde meine hdchsten und niedrigsten Zahlen auf ein
paar Seiten mitteilen.

SPOILERALARM!
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8.

Manchmal hast du am Ende zehn oder mehr Kreise in einer
Farbe. Das ist in Ordnung. Das bedeutet nur, dass du noch ein
bisschen nachdenken musst. Wie lautet die Zahl fUr diese Farbe?

@ —@®

/\/\ /.\ /\\/ N

00 | e ® 0 o

® ¢ o2/ 2\
.\\// . — — /

\ ////\ /

00000 \

Es gibt 10 Einer (blau) .

Es gibt 4 Zehner

Es gibt 6 Hunderter

Es gibt 4 Tausender (dunkelgrin)
Es gibt 1 Zehntausender (rosa)

Insgesamt: 14.650

Um eine grofie Zahl zu erhalten, musst du eigentlich
bei jedem Schritt unseres Rezepts weniger Kreise
ausmalen! Dieses Paradoxon zu lésen, macht den
Kindern Spaf! Fittere sie nicht mit dem Loffel,
sondern bitte sie, darUber nachzudenken, wenn sie
immer wieder Gber eine kleine Zahl stolpern, wéhrend

sie eigentlich eine grofie Zahl finden wollten. @

175

Stott“dich auf eine komplizierte Karte wie die Ukraine
zy strzen, kannst du auch eine einfachere Karte wie
die unten stehenden ausmalen.

Diese einfachen Karten regen Kinder dazu an
Verallgemeinerungen zu treffen, die bei den
chaotischeren Karten der realen Welt

unmaoglich sind. Réatsel und Probleme aus
der realen Welt sind nicht immer die besten. @

Male Flusskarten der Lange 2-9 aus. Was sind die kleinsten
und groéfditen moglichen Zahlen? Fische haben diese Karten
in ihren Hosentaschen, falls sie sich auf dem Weg zu ihren
Laichgrinden verirren.

Enten schwimmen gerne Kreise in Seen mit einem Umfang
von 3-10 Kreisen. Manche Primaten laufen gerne in Stadten
und Dérfern mit einem Umfang von 3x3, 4x4 und 5x5 Kreisen
herum, wie auf dem Bild rechts. Was sind die kleinsten und
gréfiten méglichen Zahlen?

SPOILERALARM!

9.

Die kleinste Zahl, die ich fur die Ukraine
herausgefunden habe, ist 2670 + 10 = 2680.

1.

Flisse k&dnnen mit zwei Farben angemalt werden.
Hier sind die niedrigsten méglichen Zahlen. Siehst

du das Muster?

10.

Die grofite Zahl, die ich gefunden habe, ist 144.466.

12.

Alle FlUsse der Lange 4+ kénnen mit drei Farben angemalt
werden. Hier sind die héchsten Zahlen méglich. Das Muster
ist ein wenig komplexer.

177
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13.

Alle Stadte und Dorfer kdnnen mit zwei Farben ausgemalt

werden. Die kleinsten Zahlen haben alle eine Farbung mit einem

DIE UKRAINE AUSMALEN

Seen kénnen mit zwei oder drei Farben angemalt werden, Schachbrettmuster. Ich habe meiner Tochter Acadia "Die Ukraine ausmalen” gezeigt. lhre
je nachdem, ob sie einen geraden oder ungeraden Umfang o0 0o erste Reaktion war: "Gibt es so viele Regionen in der Ukraine?"” Aber
haben. Hier sind die kleinsten und gréfiten Zahlen: .‘7.‘7‘. .‘,.‘,.‘,‘. dann hat sie versucht, Gord zu schlagen! Wir unterhielten uns dariber,
oe 0o Lo wo Russland gerade einmarschiert und belagert, Uber die Geschichte des
/’/.\’\ /’/.\’\ .‘7.‘7‘. .‘7.‘7.‘7‘. Landes und dariiber, wie ich die Ukraine 1993 besucht habe. Nachdem
o ) (B B B ) wir die Ukraine ausgemalt hatten, holte ich eine Karte von Guatemala
69 [’ ’] °° [. .] hervor, die in die 22 Provinzen des Landes unterteilt war. Ich zeigte ihr,
' Y % 0.a® S o o _ o _ wo Acadia geboren wurde, und sie beschéftigte sich erneut mit der
® ® Die groBFe Zahl st Y'el schwieriger 29 finden. Ich bin mir n'c_ht sicher, Herausforderung, sowohl die Anzahl der Farben als auch die Anzahl der
./.\. ./.\ ]?bddos dledbdesten.s:]d, aber es hat eine Stunde gedavert, sie zu Farben zu erhéhen. Da ihr Mathe in diesem Jahr nicht besonders viel
°° ® \. eo 4 \. Inden, und das reicht. Spafl gemacht hat, freue ich mich, wenn sie sich auf kreativere und
\ \ . . . v
Y /./ o /./ °-0 .‘, B | B relationalere Weise mit Mathe beschdéftigt.
®- ®- | | | ,.,., Zaak und seine lij]Jnge Fomili;: Iebteén E den ;rUhen ZOOIOerBJohrensinhGLIJotemolo,
—O- _@- -@&- [ [ wo sie in einem Maya-sprachigen Gebiet in den zentralen Bergen Schulen
/. @ ’\ /. ® ’\ 06 o .‘ .‘ ‘ no e .* *.* aufbauten. Acadia wurde dort geboren.
oo .\ /. °° \ y 7.7. ‘, ,‘, Zaak und Acadia und ihre ganze Familie leben jetzt in Calgary, Kanada,
.\./’ .\./. wo Zaak als Highschool-Lehrer und Acadia Schilerin der Junior
a a Highschool sind.
00 % o000 &% ;
[ X @ -6-0-6-6
o o -0-0-0-0 @
00 ® o 00 @ - 0-0- Schonheit ist
e_0 @ IR dein hochster
hd A o-0-00- Anspruch. Die Schuler
0 @ ‘.f f.‘f | 7.‘ sollen stolz auf ihre Arbeit
” .\ , 00 .\ ’ sein. FUr manche bedeutet
®- ®- das bunte Puzzlebdgen.
@- @. Entwirf mit so wenigen Kreisen Fur andere sind es g
ee .\ /. Oo .\ /. wie moglich eine Karte ohne sich Zahlenmuster, die scharf F
® ® Uberschneidende Verbindungslinien, und prazise sind. 3
” @, °° @, deren grofite Zahl grofer als eine 5
o- o- Million ist. SPOILERALARM! 'g'
-
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Hier ist eine Karte mit nur

zehn Kreisen, die mit unserem
Algorithmus so bemalt werden
kdnnen, dass eine Zahl grofier als
eine Million entsteht. Mach es!

Ein Paar Kinder sind mit dem

Ausmalen einer Karte fertig,

aber du bist mit den anderen ”
. R

o beschaftigt. Was kannst du schn

tun, damit alle beschaftigt sind?
Hier sind einige Moglichkeiten:

« Ein weiteres Paar ist ebenfalls
fertig. Du bewegst die beiden
Paare dazu, ihre Antworten zu

vergleichen.

« Gib dem Paar eine Karte eines
Einigen von euch wird es vielleicht
icht gefallen, d ich di anderen Landes.
mf g(.e a en,. ass ich dieses . Bitte sie, ihre eigene Karte zu
Ratsel im Dezimalsystem P

AN gestalten oder sich vereinfachte
erstellt habe. Fir euch und fir N n wie di
Schulerinnen und Schiler in Mgl S S
5 i b . Flusse und Seen zU
hoheren Klassen sollte dieses

0 legen.
Ratsel in einer beliebig grofien / \ Uaenise
Basis sein. Kompromisse wie
dieser sind notwendig, um Ratsel

fUr jungere Schilerinnen und
Schiler zuganglich zu machen.

189 197
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ERRLIMME EINEN BERG!

Genug vom Bildschirm!
Es ist Zeit, einen Berg zu
erklimmen!

FUlle jeden Kreis am Fuf3 des Berges mit

einer ganzen Zahl aus - null oder grofer. ‘
Du darfst beim Erklimmen nicht zweimal

dieselbe ganze Zahl benutzen.

Es kann sein, dass nicht alle Kreise in der ndchsthoheren
Reihe erklommen werden kénnen. Fille nach Méglichkeit
jeden Kreis in der ndchsten Reihe mit ganzen Zahlen, die
genau in der Mitte der beiden darunter liegenden liegen.

Genau in der Mitte zwischen 0 und 8 ist 4. Gut!
Genau in der Mitte zwischen 8 und 6 ist die 7. Gut!

206

Weiter den Berg hinauf. Leider haben die 4 und die 7
keine ganze Zahl genau in der Mitte zwischen ihnen...
Die 5 liegt zu nah an der 4.. Die 6 liegt zu nah an der 7.

Wir haben es nicht geschafft, diesen Berg zu erklimmen.
Finde drei ganze Zahlen - null oder gréfier -, mit denen wir
diesen Berg erklimmen kénnen.

OO,

Diese Expedition sieht zwar so aus, als wdare sie

Es scheitert daran, dass wir eine ganze Zahl
nicht wiederverwenden kénnen. Wir haben zwei
Vieren verwendet.

Diese hier funktioniert. Es gibt viele
Maoglichkeiten, diesen Berg zu erklimmen.

Was ist die kleinste Zahl, die du auf dem Gipfel
eines erfolgreich erklommenen Berges findest?
Hier haben wir eine 5 gefunden. Hatten wir auch
eine 4, 3 oder 2 finden kénnen?

erfolgreich gewesen, aber irgendetwas ist falsch.

‘ Finde einen Weg, diesen hoheren Berg
zu erklimmen. Was ist die kleinste Zahl,

‘ die du auf jedem Gipfel findest?

209

ERKLIMME EINEN BERG!
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Ich winschte, ich hatte " Erklimme einen Berg!” schon in

der Grundschule gehabt, denn das ist genau die Art von
Rdtsel, die mir Spafi gemacht hatte. Es ist leicht, loszulegen,
zu experimentieren, zu erforschen und Entdeckungen zu
machen. Und als Elternteil, das sich fir die mathematische
Bildung interessiert, finde ich es toll, dass dieses Puzzle das
Zahlenversténdnis auf eine ansprechende Weise fordert.

Nancy Blachman San Mateo, USA
Nancy ist die Grunderin des Julia-Robinson-Mathematikfestivals. Schon

als Kind liebte sie es, an der Seite ihres Vaters, des Mathematikers Nelson
Blachman, Mathematik zu spielen.

W Goog\e
N, u julia Robinson

M athematics
FesﬁVO\"

219

Eines meiner Lieblingsrétsel im Moment heif3t
Erklimme einen Berg! Ich finde es toll, wie Gord

vermutet hat, dass der Hochstwert 10 sein wirde.

Aber herauszufinden, dass ein Kind das schafft,
macht uns klar, wie klug unsere Kinder sind.

Erik van Haren Sint Anthonis, Niederlande

Erik ist der niederl@ndische Mathepsychologe. Er ist der
Direktor von mathplay.eu und Herausgeber von Ratseln und
p&dagogischen Hilfsmitteln, die Lehrern im Unterricht helfen.

i !'_ y _"I -.tll t.‘:qi.‘.\:rl S t =, .. .
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Ein ganzes Jahr lang dachte ich, ich hatte
ein Muster gefunden, das den kleinsten
Spitzenwert fUr einen Berg beliebiger Grof3e
angibt. Das war ein wunderschénes Muster.
Hier ist es. Stell dir vor, du wanderst die linke

Das Muster auf der Unterseite dieser Berge
ist genauso schon...

Nach einem Jahr hat ein Schiler einen
5er-Berg gefunden, der bestiegen werden
kann und eine 9 auf der Spitze hat!

Ein paar Jahre nach dieser Schilerlésung fand Brad
Ballinger (Fachbereich Mathematik an der Cal Poly
Humboldt) einen 5 hohen Berg mit 8 an der Spitze.

0, 2, 8,18, 32... = 0, (1)+(1), (2+2)+(2+2),

(3+3+3)+(3+3+3), (4+4+4+4)+(4+4+4+4).. Die Lésung des Schilers zeige ich auf der

Seite dieser Berge hinauf...

0,1,3,6,10.. =0, 0+1, O+1+2, 0+1+2+3,

0+142+3+4...

Das ist alles grof3artig.
Es ist aber auch falsch.

ndchsten Seite.

Aaron Holmes - ein Elternteil von
drei Grundschilern in der Néhe
von Calgary, Alberta, Kanada -
meint, dass Schiler Spaf3 daran

haben werden, die fehlenden
ganzen Zahlen in diesen erfolgreich

‘ o ‘ ‘ ‘ ‘ @ erklommenen Bergen zu ergénzen.

Schuler in alteren Klassenstufen
kénnen auch Spaf daran haben,
puzzles im Stil von Aaron zu

erstellen. Zuerst erklimmen sie einen
Berg und léschen dann Zahlen
qus, bis nur noch wenige Ubrig

sind. Das Schwierigste ist,
sicherzustellen, dass ihr
Réatsel nur eine Losung hat.

Lésung fur
Aarons Ratsel

(Tipp: Die funf ganzen Zahlen am unteren Ende sind 0,
2,10, 24, 56 in irgendeiner verqueren Anordnung.

Statt nach einem maoglichst kleinen Gipfel zu fragen,
fordert Neil Calkin (School of Mathematical and
Statistical Sciences an der Clemson University)

die Schuler auf, Berge zu finden, bei denen die
grofdite Zahl so klein wie moglich ist.

Die Schuler in deiner Klasse haben vielleicht M.'L'Jhe, deh

4 hohen Berg zu erklimmen. Das ist nicht schhmrn. Sie
werden es ein Stick weit nach oben schaffen. Zglge
ihnen keine besseren Losungen und lass ihre Seifenblase

platzen.  Lasse sie glauben, dass sie die
Ersten sind, die diese Berge erklimmen! Feiere @

jeden ihrer Mini-Erfolge 6ffentlich - vor allem
die von Kindern mit Schwierigkeiten.

ERKLIMME EINEN BERG!
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” Dags gierige Surkenmanstar
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Es gibt sieben Gléser mit 1-7 Was passiert zum Beispiel, wenn das Gierige Dem gierigen Gurkenmonster mangelt
Gurken. Jeden Tag wdahlt das Gierige Gurkenmonster die Zahl 5 auswdhlit? Es es an Disziplin. Zeige, dass es alle Gurken
Gurkenmonster eine Zahl und isst genau wird 5 Gurken aus den Glasern mit 5, 6 und in drei Tagen essen kann, wenn es richtig
diese Anzahl von Gurken aus so vielen 7 Gurken essen. Die anderen Glaser wird es nachdenkt.

Glasern wie moglich. nicht anrthren.

Ich habe Phillip, einen Jungen aus der 2. Deine Aufgabe ist es, seinen Vorschlag

Die einzige Moglichkeit, wie das Klasse, gebeten, eine Anzahl von Gurken  als eine ganz norrpc;le Antyv;r;i
gierige Gurkenmonster alle su wahlen, die er aus diesen 1-7 Glasern behondelnhund mit im -n'?zoo iionen
Glaser in drei Tagen leeren kann, nehmen kann. Seine Antwort war "200 Schuler welterzumoc e;\ . :
ist, zuerst 4, dann 2 und dann 1 Millionen” und er kicherte und schaute Das igt eine Menge. .LG.!I er
auszuwahlen. sich bei seinen Mitschulern um. Wie du keine Gurken, Phillip.

reagierst du, wenn ein Kind absichtlich Jane - du bist c.j.ron. \/\/i((e]| viele @
eine lacherliche Antwort gibt? Das Kind Essiggurken mochtest du

: “hlen?”
will nur Aufmerksamkeit. auswdhle

Vier Gléser mit jeweils héchstens acht
Gurken kénnen normalerweise in drei
Tagen geleert werden. Vier Glaser

mit oben mit 3, 4, 6 und 8 Gurken sind

ein perfektes Beispiel. Finde die beiden
Beispiele, bei denen die Gléser nicht in drei
Tagen geleert werden kénnen.

>5 >3 > 1

SPOILERALARM!
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Es gibt zwei Sets mit vier Glasern, die
héchstens acht Gurken enthalten und nicht
in drei Tagen geleert werden kénnen:

Finde einen Weg, wie das Gierige Gurkenmonster

diese vier Glaser in drei Tagen leeren kann.

SPOILERALARM!

Nach einer Weile hérst du auf, die Gurken zu
zeichnen. Ich weif3, dass sie unterhaltsam sind
und du das Knacken bei jedem Biss in deinem
Kopf horst, aber es wird anstrengend.  Ich
habe lange gebraucht, um herauszufinden,
dass {9,11,16,18,19} in nur vier Tagen geldst
werden kann. Und wie?

SPOILERALARM!
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Nachdem du

die Zahlen in

den Glasern
aufgeschrieben hast,
solltest du den Schilern
klar machen, dass die
Reihenfolge der Glaser
keine Rolle spielt, aber
die Reihenfolge, in der
sie jeden Tag Zahlen
auswahlen, zahlt!

Bitte einen Schuler, die Zahlen 1-20 der Gurken
in einem Glas zu nennen (oder wirfle mit
einem zwanzigseitigen Wirfel). Das kannst du
mit anderen Schilern wiederholen, bis du funf
Glaser mit Gurken hast. Gib deiner Klasse 71
Sekunden Zeit, um den besten Weg zu finden,
die Glaser zu leeren. Nach 71 Sekunden: Stifte
hinlegen. Welche Gruppen haben es geschafft,
die Glaser zu leeren? Welche Gruppen haben
es in den wenigsten Tagen geschafft?

Die 71 Sekunden reichen den besten Schilern
nicht aus, um wirklich etwas herauszufinden,
damit die anderen Kinder gewinnen kdnnen.
So wird der Zeitdruck auf eine gute Weise

genutzt!

Gib die gleichen Ratsel mit nach Hause, ohne
sie zu Hausaufgaben zu machen. Vielleicht
finden du oder einige Schiler

am ndéchsten Tag eine bessere

Loésung. Achte auf das Verhalten, @

das deine Schuler nachahmen

Die ersten sieben Primzahlen {2,3,5,7,11,13,17}

kénnen in vier Tagen geleert werden. Aber wie?

Die ersten elf {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31} kbnnen
durch viele Leerungssequenzen in fUnf Tagen
geleert werden. Und wie?

SPOILERALARM!
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Die einzige
Moglichkeit, die
Glaser {5,8,9,11}
in drei Tagen zu
leeren,ist6>3>2

Meine Grundschulklassen folgen einem
Muster. In den ersten funfzehn Minuten
erklare ich das Rétsel. Dazu zéhle ich

nicht die Regeln auf. Stattdessen liegt

der Schwerpunkt auf dem emotionalen
Engagement. In der Regel fangen wir sofort
damit an, dass die Klasse und ich ein Ratsel
nicht Idsen kénnen. Die Regeln tauchen nach
und nach auf.

Nach einer Viertelstunde oder wenn

ich denke, dass etwa 85% der Klasse
wissen, wie es weitergeht, ist es an der
Zeit, Schilerpaare zu bilden. Wie werden
die Paare gebildet? Hier sind einige
Moglichkeiten:

1. Von Schilern ausgewdhlte Paare.
(Einfach) Ein gefahrliches Zeichen, auf
das du achten solltest, ist soziale Angst,
wenn unbeliebte Kinder ausgegrenzt
werden.

2. Puzzle-Blatt-Paarungen. (Einfach) Bevor
die Paare ausgewdhlt werden, verteilst
du an die Halfte der Kinder in der Klasse
ein Ratselblatt. Diese Kinder wahlen dann

>3 > 2

einen Partner, mit dem sie ihr Ratselblatt
teilen. Soziale Angste sind immer noch die
Hauptgefahr.

. Tisch-Paarungen. (Einfach) Diese

Variante braucht am wenigsten Zeit
und ist am wenigsten chaotisch. Die
Sitzordnungen kénnen ab und zu
geandert werden, damit es spannend
bleibt. Achte auf einen Mangel an
Enthusiasmus.

. Zufalls-Paarungen. (Mittelschwer) Diese

Technik erfordert etwas Zeit pro Klasse.
Die Lehrkré&fte haben z. B. die Namen
ihrer Schuler auf Eisstiele geschrieben, die
gemischt und paarweise herausgezogen
werden.

Den groften Teil der Stunde verbringen

wir in diesen Zweiergruppen. Ich gehe von
Gruppe zu Gruppe und bin fUr die meisten so
wenig hilfreich wie moglich, aber manchmal
jammere ich auch mitfohlend darUber,

wie schwierig das Ratsel ist. Ich bin auf

der Suche nach Frustration, guten Ideen

und Schulern, die bereit for die néchste

Die Glaser
{9,11,16,18,19}
kénnen auf
diese Weise
geleert werden:
6-10>3-2

Herausforderung sind. Haufig halten wir
Entdeckungen und Vermutungen an einer
gemeinsamen Tafel fest.

Dan Finkel von MathForLove.com

ist ein Mathepadagoge, den ich sehr
schéatze. Normalerweise schlieit er den
Unterricht ab, indem er die Klasse zum
Nachdenken zusammenbringt und Ober ihre
Entdeckungen spricht. Ich mache das nicht.
In meinem Unterricht werden die Aufgaben
am Ende nicht zusammengefasst. Gedanken
werden unvollstandig und ungeldst gelassen.
Nicht weil ich faul bin, sondern weil - wenn
die Klasse 85% Engagement erreicht -
nichts, was ich sagen kann, for die Mehrheit
der Schulerpaare relevant genug ist, um

die Unterbrechung ihrer Gesprache und
Gedanken zu rechtfertigen. Ich werde ein
Paar von Kindern unterbrechen,

aber selten die ganze Klasse.

Wwir machen weiter bis zum @

Schlusspfiff!
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Die ersten sieben Primzahlen {2,3,5,7,11,13,17} kénnen
in vier Tagen geldst werden. Hier einige Beispiele:

3585422
835452
872322
N>4-2-1

Die ersten elf Primzahlen {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31}
kdénnen auf viele Arten in finf Tagen geldst werden.
Hier sind ein paar Beispiele:

391458242
16>8>4->2-1
16>8->5->2->1
17->7>4->2->1
17->1M1->4->2-1
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Es gibt keinen Weg, die obigen Gl&ser in weniger Tagen
zu leeren, also nennen wir die aufgefUhrten Reihenfolgen
"minimale Leerungsreihenfolgen”.

Wenn wir die Reihenfolge auflisten, schreiben wir zuerst
diejenigen auf, die kleinere fUhrende Zahlen haben. Finde

fOr die ersten n Primzahlen die erste aufgelistete minimale
Leerungsreihenfolge. Ist die zuerst aufgefUhrte Reihenfolge
immer die einzige? Welche Reihenfolge sind fir eine eindeutige
minimale Leerungsreihenfolge maglich? Kann zum Beispiel die
letzte Zahl die grofite sein?

Welche Reihenfolgen sind eine minimale Leerungsreihenfolge
fOr mindestens eine Reihe von Glasern? 1,2,3,4,9 braucht

fonf Tage, um {1,3,6,10,19} zu leeren, aber 10,6,3,1 oder 6,3,10,1
kodnnen die gleiche Menge an Gldsern in nur vier Tagen leeren.
9,4,3,2,1 kann Glaser mit 1-19 Gurken in fUnf Tagen leeren.
Diese Reihenfolge ist mindestens so schnell wie jede andere
Reihenfolge. 16,8,4,2,1 braucht ebenfalls funf Tage.

° Bei manchen Mengen von Glasern wie
L J {1,2,3,4,5,6,7} gibt es genau eine Moglichkeit,
) sie in der minimalen Anzahl von Tagen zu
Y leeren. Welche anderen Mengen haben
° diese Eigenschaft?

Das urspringliche Cookie Monster®-Problem
erschien 2002 in dem Buch The Inquisitive Problem
Solver von Vaderlind, Guy und Larson. Richard Guy
war mein Mentor, als er auf die Hundert zuging und
diese Marke Uberschritt. Bis einen Monat vor seinem
Tod mit 103 Jahren war er der dlteste praktizierende
Mathematiker der Welt.

Im urspriunglichen Problem musste das
Krumelmonster eine Zahl n wahlen und hatte dann
die zusatzliche Wahl, aus welchen Glésern es genau
n Kekse nehmen wollte.

Bei der Version des Problems mit dem gierigen
Gurkenmonster fallt die zweite Wahlimaoglichkeit
weg. Das Gurkenmonster folgt einem gierigen
Algorithmus, d.h. nachdem es eine Zahl gewdhlt hat,
nimmt es sich immer genau diese Anzahl von Gurken
aus allen méglichen Glasern.

Anders als das Original erlaubt uns das gierige
Monster, die Arbeitsweise einer Leerungsreihenfolge
wie 6,3,2 auf einer Menge von Gla@sern eindeutig zu
definieren.

Richard Guy Guy malte das Leben auf eine grofie Leinwand. In
Singapur war er ein begeisterter Segler, in Kanada ein begeisterter
Bergsteiger und der kanadische Alpenverein benannte eine
GletscherhUtte nach ihm und seiner Frau Louise. Er ging noch mit
103 Jahren zur Arbeit. Louise war zehn Jahre zuvor gestorben,
aber auf einer Seite seines Computerbildschirms war immer ein
Bild von ihr zu sehen. Sein Buch Unsolved Problems in Number
Theory ist das beste Buch, das je geschrieben wurde.
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Quadrate aus der gleichen Klasse hangen zusammen auf dem
Schulhof herum. Die 1x1-Quadrate sind aus Klasse 1. Sie werden alle
verbunden sein. Die 2x2 Quadrate sind aus der Klasse 2. Sie werden
auch miteinander verbunden sein. Das gilt fUr alle Klassenstufen.

Zusammen fUllen alle Quadrate den Spielplatz aus.

Die Schulleiterin ist fair. Sie verlangt, dass diese Quadrat-Cliquen
alle die gleiche Gréf3e haben - oder so nah an der gleichen Grofie
wie moglich.

Wenn sie zum Beispiel vier Gréfen von Quadraten auf einen
10x10 Spielplatz verteilt, kdnnte der Spielplatz so aussehen wie der
Spielplatz auf der rechten Seite.

Leider ist das nicht so toll. Die Umfénge der gréfiten und der
kleinsten Clique sind sehr unterschiedlich.

Auf den Seiten 316 und 319 feiere ich einige .mleiln(:r .
i h. den 10x10-Spielplatz

Misserfolge bei dem Versuch, 10-Spie!

drei Cliquen zu losen. Es ist einfach, sich manss'erfolge

U verlieben, wenn sie sO schon sind wie diese =)

Feiere Misserfolge bei jeder Gelegenheit.

Du wirst mit Schilern belohnt, Qie keine
Angst davor haben, falsch zu liegen. Der @
Mothemotikunterricht wird vor lauter

Konversation nur sO sprohen.
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¢ Die 1x1-Quadrate: Umfang 28.
¢ Die 2x2 Quadrate: Umfang 20.
e Die 3x3 Quadrate: Umfang 24.
¢ Das 6x6 Quadrat: Umkreis 24.

Der grofdite Unterschied zwischen den Umféngen ist 8. Das ist zu
viel. Suche auf diesem 10x10 Spielplatz vier Quadrat-Cliquen, bei

denen der Unterschied zwischen dem gréfiten und dem kleinsten
Umfang so klein wie moglich ist.

Das ist das Beste, was ich finden konnte.
Der grofite Unterschied bei den Umfangen ist zwei:

Die 1x1-Quadrate: Umfang 22
Die 2x2 Quadrate: Umfang 24
Die 3x3 Quadrate: Umfang 24
Das 4x4 Quadrat: Umfang 24

. 3
. 3

Umfangsléngen 22/24/24/24 in der Reihenfolge, beginnend mit der 1x1-Region.

Ich glaube nicht, dass vier Cliquen alle den gleichen Umfang
haben kénnen. Fur funf Cliquen ist der kleinste Unterschied
zwischen dem gréfiten und dem kleinsten Umfang in meiner
besten Ldsung (unten) sechs. Finde eine Ldsung mit drei
Cliguen auf einem 10x10 Spielfeld, so dass der Unterschied
zwischen den Umfangen null oder so klein wie moglich ist.

SPOILERALARM!

18/20/18/24/20
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QUADRAT-CLIQUEN
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34/34/32 34/32/32
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Auf einem 10x10 Spielplatz habe ich immer
wieder Loésungen gefunden, bei denen sich
der groéfdite und der kleinste Umfang um zwei
unterscheiden. Das sind alles Fehler - es ist
moglich, eine Lésung zu finden, bei der alle
Umfénge identisch sind.

Wenn die Umfange alle gleich grof3 sind, wie viele
quadratische Cliquen kénnen dann auf einem
nxn-Spielplatz spielen? Ich weif3 es nicht.

Die Anzahl der Cliquen, die auf einem ausreichend
grof3en Spielplatz spielen kénnen, ist nicht

Das ist auch fur drei Cliquen auf einem 8x8 begrenzt. Ein quadratischer Spielplatz der Gréfie
und 9x9 Spielplatz madglich. Los geht's. n”*n x n”*n kann zum Beispiel mit n identischen

rechteckigen Regionen der Grofie n*(n-1)
SPOILERALARM! el e faeelaak

316 319




KLEBER

3 Das sind Lésungen fur die Spielplatze 8x8, 9x9
und 10x10. Alle drei Umfénge sind auf jedem
Spielplatz gleich grof3. Mit Sicherheit gibt es noch
viele andere Losungen.

o BLeBeR

1
T Diese Ergebnisse gehoren zu den schénsten des
5 1 ganzen Buches. Ich mdchte Ratsel erstellen, die
1 schon sind, und es gibt nichts Schéneres als diese.
Wenn du deine eigenen Losungen findest, teile FUge zwei Quadrate mit der Bezeichnung
1 1 1 1 sie mit uns. "" zu einem Gitter hinzu.
1 1 1 1 Bei jedem Zug klebst du weitere Quadrate ..
auf die bereits vorhandenen - beginnend
mit einem Quadrat mit der Bezeichnung
24/24/24 non H H 1 nzimn
2", dann eines mit der Bezeichnung "3",
1T 1 1 1 1 1 dann eines mit der Bezeichnung "4", usw.
1 1 1 1 1 1 1 1 Alle Quadrate miussen mit ihren Kanten
auf dem Raster liegen. Wenn ein Quadrat aufgeklebt wird, muss seine
3 1 1 1 1 . | Beschriftung der Summe der Beschriftungen
D.'e LO”%?e der Konte eAlnes ngdrots dar aller Quadrate entsprechen, die eine Kante
1T 1 11 nicht grofﬁer" sein gls dje Be'zelchn%mg des teilen. Beispiel: Wir haben gerade das Quadrat
- : - - Quadrats. Sie darf aber kleiner sein. mit der Bezeichnung 4 aufgeklebt. Es teilt
sich eine Kante mit einem Quadrat mit der
3 1 1 Bezeichnung 1 und 3. 4=1+3. Gut!
1 1 Wie viel kannst du schaffen?
1
3 3 1
1 1 1
30/30/30 32/32/32
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KLEBER

A .
mt::::r ,Izetzten Seite haben wir gesehen, wie du am best
emfocr: g:::o;L;ng, eines Ratsels beginnst - lass die Scht‘Jleern
Ch loslegen, bevor sie die R
| . Ol , egeln ken
E;nni :ve.ltere Méglichkeit ist, dass du dein eigenesngz}s iel
ruierst. Welches dieser beid i %
onstruierst. v en Beispiele i
gibt eine richtige Antwort. Warte ab undpdenlljet :(e':isher? -

Auf der linken Seite ist mein erster
Versuch. Ich habe es nicht geschafft,
héher als 11 zu kommen. Du kannst
sehen, dass es keinen Platz gibt, um das
"2"-Quadrat zu kleben.

Daneben ist mein zweiter Versuch zu

sehen. Ich habe eine kleine Anderung
vorgenommen, indem ich die "4"
. . ... verkleinert habe, aber mit dieser kleinen

A deru g abe ich es bis 1 [ e
. A I ! h I ht f7 gerschofﬁ: licht das beste Belspl | iSt, um das Proble ZU erklg en
Meine L&sung siehst du auf de Aus M otivatior SQrU" 1de Ochtest d d rilaren
g U, dass

ndchsten Seite. N
durchschnittliche Kinder dein Beispiel schon bei @

Der obe i

> léseanCXet;iu;h war mein zweiter Versuch, das Ratsel

Vie”eicm. o IS. 17 gekommen. Deine Klasse kann

een sgr se.m, aber das ist nicht garantiert. Das
rste Hinweis darauf, dass das Beispiel oben

den ersten Versuchen schlagen kénnen

Zweitens ist das Ratsel unten die richtige Antwort, weil es
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Wie immer ist es nicht notig, Zeit damit zu

Vi
Rerschwe@en, das Problem zu erkldren, indem du di
egeln erlduterst. Das ist langweilig! ©

;3?;36 s;o‘rtdessen einen bestimmten Schiler quf
uadrate mit der Bezeichnung " ’
: ng "1" zu kleben
un o :
Bejeti)r:e dann das n&chste Kind, ein Quadrat mit der
gek'egt f;ung 2" zu kleben. Wenn sie es nicht richtig
geeot obkeln, sagst du einfach, dass sie gescheitert

> und erkldrst die Regel, die si

, die sie zum Scheite
gebracht hat. Dann frg i
) gst du das néchste Ki

¢ . : . ind. Wen
e: E:f dles.e Weise scheitert, ist das immer lustig denrr:

nnt die Regeln nicht, also scheitert es notUrl’ich

n Kind nicht mehr antworten kann,

Es ist wichtig, dass du trotzdem die
Kopf bewahrst, auch wenn
kannst so tun, als wisstest du nichts
Kind bitten, dem ersten Kind bei
dem du mit deinem Tonfall

h ist. Dadurch durchbrichst du

Fahre fort, bis ei
weil es unmoglich ist.
Frage stellst und einen klaren

es unmoglich ist. Du
und sogar ein anderes
der Losung zU helfen - in
andeutest, dass €s moglic
die Abhangigkeit des Kindes von dir.

Kinder auf der Grundlage sozialer
anstatt nachzudenken:

keit von sozialen Hinweisen.
arin ist, sozialen

Oft reagieren
Anhaltspunkte auf dich,
Untergrabe die Genauig
wenn eine Klasse besonders gut d :
Hinweisen zu folgen, fuhre ich sie absichtlich mit
Hinweisen im Gesicht und in der Stimme in die Irre @
und bloke sie dann an wie ein Schaf. Bahahaha!

Fehler enthalt. Diese kénnen von den Schulern entdeckt
werden, um die Regeln des Ratsels zu festigen. Regeln
mussen immer wiederholt werden - das ist eine gute
Gelegenheit, dies zu tun. Lass deine Schuler den Fehler
finden, bei dem du zwei Zahlen anstelle von nur einer
gesetzt hast (Tipp: die 11). Bring deine Schuler dazu, einen
Additionsfehler zu finden (Tipp: 5+6 = 127).

Auch der dritte Grund, warum das Ratsel unten die richtige
Antwort ist, hat mit den Fehlern zu tun. Eine "Losung" mit
Fehlern zu prasentieren, hilft, das Stigma des Scheiterns
qus deinem Klassenzimmer zu entfernen. Die Aufgabe

auf der rechten Seite ist ein Fehler. Das ist nicht schlimm.
Wwir kénnen es noch einmal versuchen. Das ist eine gute
Uberleitung dazu, dass du deine Schiler zu

zweit arbeiten und sie versuchen lasst, es
besser zu machen als du.
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Die Schuler Nicholas, Ryan und
Nathan aus der finften Klasse
Ubertrafen den bisherigen Rekord,
indem sie 29 Punkte erreichten!
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Ich habe Kleber zuerst einer

Gruppe von zwanzig Pédagogen

und Mathematikern vorgestelit.
Nachdem wir zwei Stunden lang an
dem Rdatsel gearbeitet hatten, war das
beste Ergebnis, das wir fanden, 26.

Ich war begeistert, als acht Monate
spater eine Gruppe von drei Schilern
der finften Klasse diese Losung mit
einem Héchstwert von 29 fand!

Die beste Losung hat jetzt

der dreizehnjahrige Tylan

aus Innisfail, Alberta, Kanada.
Anstatt die Lésung zu zeigen,
Uberlasse ich es dir, sie anhand
der folgenden Hinweise zu
rekonstruieren!

2=141
3=142
4=143
5=1+4
6=1+5
7=3+4

8=2+6

9=4+5
10=3+7
N=4+7
12=2+10
13=5+8

14=5+9
15=4+1
16=7+9
17=7+10
18=5+13
19=5+14

20=8+12
21=8+13
22=10+12
23=7+16
24=5+19
25=9+16

26=10+16
27=10417
28=9+19
29=5+24
30=7+23
31=13+18

32=5+6+8+13
33=9+24
34=12+22
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Dies ist noch keine Unendliche Gurke. Es ist
ein einziges Ratsel. Und das ist mit Risiken
verbunden. Vor der Klasse fragte ein Junge

aus der 5. Klasse: "Was ist die beste Antwort bis
jetzt?"

Meine erste Reaktion war, die Antwort zu
verweigern, weil das beste Ergebnis so gut

ist, dass von keinem Schiler erwartet werden
kann, dass er in einer einzigen Stunde auch nur
halb so gut wird. Das ware demotivierend.

Als zweites wollte ich Ibgen und die Antwort
15 sagen, was gut ist, aber vielleicht nicht zu
gut. Ich habe mich darquf eingelassen, aber
die LUge reichte nicht aus, um das Ratsel
padagogisch wertvoll zu machen. Das wurde
gegen Ende der Stunde deutlich, als einige
Schilergruppen nicht annéhernd an die 15
herankamen .. und andere Schilergruppen
diese Zahl Ubertroffen hatten.

Bemuhte Schiler bekamen €s unter
die Nase gerieben.
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Wir kénnen Kleber zu einer Unendlichen Gurke machen. Anstatt
immer mit zwei 1x1-Quadraten zu beginnen, kdnnen wir etwas
Allgemeineres ausprobieren.

e Wadhle eine ganze Zahl n, die 2 oder mehr ist.

¢ Klebe n1x1 Quadrate auf das Gitter. Beschrifte jedes von ihnen
mit einer 1.

¢ Klebe ein Quadrat mit der Beschriftung n, dann n+1, dann n+2
usw. (Alle vorherigen Regeln gelten.)

¢ Versuche, so hoch wie mdglich zu kommen.

Hier sind mein erster und zweiter Versuch fUr n=3. Beachte, dass
wir kein Quadrat mit der Beschriftung "2" benutzen.

Ich spiele das Kleber-Puzzle schon seit einigen Wochen, 10-20

Minuten am Stick, allein oder mit meinem Mann. Kleber ist eine
entspannende Aktivitat, die einfach Spafli macht. Es lenkt meine
Versuche, es in eine harte Herausforderung zu verwandeln, sanft
um und bringt mich zurick zum entspannten Mathekritzeln. Ich

habe meine anféinglichen Vermutungen als falsch erwiesen;

meine ersten Versuche, das Ganze mit anderen mathematischen
Methoden zu l&sen, sind gescheitert. Mir macht es Spaf3, nicht zu

wissen, wohin das Ganze fihrt.

Maria Droujkova ist Mutter, Lehrplanentwicklerin und Beraterin
fOr Mathematikunterricht. Sie wurde auf der Krim geboren und lebt jetzt
an der OstkUste der USA.

Kinder der 2. Klasse kdnnen zwar mki)t @
i i er
i Mathematik spielen, haben a ]
o keit, sie schon

) : e Fahig
in der Regel nicht die F& .
7u schreiben. Eine Option ist €s, dlesg Aufgabe
eine Woche lang in jeder Mathematikstunde

vor der ganzen Klasse zU l6sen (9 Minuten).
Halte jeden Tag eine neue Losung auf, so dass
du am Ende der woche funf Versuche zum

vergleichen hast.

rondig, dass du €s

i roblem ist so tiefg i
Dieses P In konntest und jede

einen Monat lang behande .
Sekunde ware gut investierte Zeit.
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ERD-ATTABKE

&

Der schnellste Weg, ein einzelnes
dieser Raumschiffe zu zerstoren,
betrdgt 8 Sekunden.

Die bestmogliche Punktzahl fir jedes
dieser Ratsel zu finden, ist nicht einfach. Ich
versuche, besser als 22 Sekunden zu sein:

Falls die Schuler fragen - sie kénnen
die Null benutzen, wenn sie wollen.
Sie werden aber schnell feststellen,
dass die Null Uberhaupt nicht hilft,

ERD-ATTACKE

=)

Das sollen sie selpst herausfinden.

Verhindere, dass die feindlichen Die 7 sieht gut aus, denn 2+5 =7. Das ist viel besser. Alle Summen funktionieren

Raumschiffe alle Gurken der Erde klauen! Leider haben wir auf der Erde nur eine (3+2=5 und 2+6=8 und 5+8=13) und es gibt @ @ @ @ Die Regeln erlauben €s,

Um ein Raumschiff abzuschiefRen, missen lonenkanone und bei 5 Sekunden versuchst keine Dopplungen. Es ist dir gelungen, das @ die Null zu benutzen, @
alle seine Scheibendeflektoren zerstort du, auf zwei verschiedene Scheiben angreifende Raumschiff in 13 Sekunden zu @ @ @

werden. Du zerstorst sie, indem du sie zu schief3en! Das ist gar nicht gut. Das zerstoren. Den Amerikanern, Asiaten und @ @ @ @ Es ist nie verkehrt, ein bisschen
mit deiner lonenkanone bei einer nicht- Raumschiff schafft es und alle Gurken der Australiern wurden alle Gurken gestohlen, Geografie in den Matheunterricht
negativen Anzahl von Sekunden triffst. Erde werden gestohlen. aber der Rest der Menschheit hat ihre noch. @ @ @ @ einzubringen. Je mehr

@ o

13 Sekunden waren zu lang, um die meisten
Gurken des Planeten zu retten, aber du
wirst trotzdem als Held gefeiert! Herzlichen
Glockwunsch!

Vielleicht kannst du das angreifende
Raumschiff ein bisschen schneller zerstéren?

Wie kannst du diese drei Schiffe am
schnellsten zerstéren? Auch hier gilt,
dass du keine doppelten Zeiten haben
darfst und deine gréfte Zeit so klein
wie moglich sein sollte.

Es wirde mich Uberraschen, wenn 17
Sekunden nicht das Bestmdgliche sind, aber
es ist moglich, dass ich etwas Ubersehen

Abwechslung, desto besser.

Die beste Zeit, die ich fUr diese 10-Scheiben-
Raumschiffe gefunden zu haben glaubte, war

56 Sekunden, aber ich habe mich geirrt. Finde

habe. A I elg i
bz:teméuﬁ:;j}e;n r?kleﬁj ]lfr’dc:zzz 3iird|e es heraus! Ed Pegg Jr. hat mir erzahlt, dass er
9 . . die drei in 53 Sekunden abgeschossen hat.

ololo i
@@ Raumschiffe ist.

In diesem Fall hast du deine lonenkanone bei
2, 3 und 5 Sekunden abgefeuert und damit das @ @

Heck des angreifenden Raumschiffs getroffen.
Blurring success and failure is @ @ @

()

Statt das Raumschiff zu zeichnen, lass uns
einfach die Scheibenabweiser zeichnen:

(%)
50
(3)
2
O®
®

The children must know that this a fun part of this norrOTiYeszin done @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @
i -in- i m on a Jo ’
Damit du erfolgreich bist, 'l: :]c;:gue mtclheek humour. If this congratulate ti‘:i/ou\d "
musst du die anderen i rgwork the story but of course
] so that you are guiding
Scheibendeflektoren so 22 Sekunden sind grof3artig. Europa

®)

und Amerika wurden all ihre Gurken
gestohlen, aber der Rest der

[ W uu Welt wurde gerettet! Herzlichen
Glickwunsch!

better if they could have
N these starships to land and <aved the other half of
Q Q treffen, dass sie sich zu den deliver much needed aid. Earth’s pickles.
beiden Scheiben addieren, ‘ @ @ @
@ @ @ auf denen sie stehen. Lass
uns die Attacke ausfihren ... @ @ @ @ @ @
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HOVER POD-ANERIFF

Hover Pods haben einen inneren und einen

dufieren Ring aus Scheiben. Der duf3ere
Ring wird durch die Addition der beiden
ndchstgelegenen Scheiben des inneren
Rings gebildet.

Das Beispiel scheitert daran, dass die
lonenkanone sowohl bei 6 als auch bei 7

Sekunden nicht weif3, wohin sie zielen soll.

402

Es gibt Raum fir Kreativitat. In
welchen Anordnungen fliegen die
Raumschiffe? Wie sieht eine feindliche
Schwebekapsel aus? Zbégernde Schuler

kénnen zur Problemlésung
gebracht werden, indem sie
ihre Designs feiern.

Zerstore verschiedene Grofien von
Hover Pods mit den Zahlen 1-6
(unten), 1-8, 1-10 und 1-12 (oben).

Die Zahlen 1-6 kdnnen diesen Hover Pod
mit diesem dreieckigen Muster zerstoren.
Die Zahlen 1-12 kbnnen den Hover Pod auf
der rechten Seite mit diesem sechseckigen
Muster zerstoren. Die Zahlen 1-10 kénnen
jedoch einen Hover Pod mit einem
funfeckigen Sternmuster nicht zerstoren.

Warum? Weil die Summe der Zahlen auf
der dufieren Scheibe doppelt so grof3
sein muss wie die Summe der Zahlen auf
den inneren Scheiben. (Bestatige, dass
das stimmt, bevor du fortfahrst. Der
Grund dafur ist, dass jede Zahl auf den
inneren Scheiben bei der Erstellung der
duBeren Scheiben doppelt zahlt.) Das

bedeutet, dass die Summe aller Zahlen
ein Vielfaches von 3 sein muss. Die
Summe der ganzen Zahlen 1-10 ist 55,
was kein Vielfaches von 3 ist.

Experimentiere mit Themen, die ein
wenig ausgefallen sind... wie dieses
Ratsel und ein spateres Ratsel,

bei dem Frosche in blubbernde
Kessel geworfen werden. Schuler
(besonders die Halfte, die zu viel
Testosteron hat) werden oft in die
Dramatik einer Geschichte
hineingezogen, die ein

bisschen bose ist.

ERD-ATTACKE
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BANGWEILIGE

GESPRAGHNE

Meeples wiederholen sich

die ganze Zeit und das

kann langweilig werden.

Sie sind schon ziemlich weit
gekommen. Sie weigern

sich jetzt, zweimal neben
demselben Meeple zu laufen.

412

Die vier Meeple oben stellen sich zum
Beispiel fUr einen Film auf. Kbnnen sie sich
fUr die Fortsetzung alle aufstellen, ohne
dass zwei zweimal nebeneinander stehen?

Hier ist eine Lésung. Die Meeples k&nnen
sich fur den Film und die Fortsetzung
glUcklich aufstellen, ohne zweimal das
gleiche Gespréch zu fohren.

FILM

RA K
kA A

FILM

FORTSETZUNG

Die Anordnung fur die Fortsetzung
funktioniert nicht, denn obwohl rot und
turkis glucklich sind, fUhren die und
blauen Meeples die gleiche langweilige
Unterhaltung miteinander wie im Film.

SPOILERALARM!

FORTSETZUNG

Im Gegensatz zu menschlichen
Populationen ist das Klonen sowohl
legal als auch alltaglich. Meeples der
gleichen Farbe unterhalten sich gerne
miteinander... aber nur einmal. Meeples
verschiedener Farben unterhalten sich
gerne miteinander... aber nur einmal.

Acht Meeple stellen sich fur einen Film auf

und eine Woche spdter fUr die Fortsetzung.

Versuche, sie so aufzustellen, dass kein
Meeple in beiden Aufstellungen mit der
gleichen Meeple-Farbe spricht. Hier sind
die blaven und turkisen Meeple glicklich,
aber die roten und Meeple reden in
beiden Wochen miteinander.

Hier ist eine L&sung. Das bedeutet, dass
(£,2,2,1) moglich ist. Naturlich sind nicht alle
Kombinationen méglich. Zum Beispiel ist
(4,2,1,1) unméglich.
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Kannst du einen Weg finden, dass sich
(5,2,2,2) Meeples zweimal im Kreis treffen?
Die beiden folgenden funktionieren nicht,
weil:

e die roten Klone sprechen in beiden
Kreisen miteinander.

» die gelben und blauen Klone sprechen
in beiden Kreisen miteinander.

SPOILERALARM!

€< »

'y
% &

429

Oben sind (,2,2,2) Meeples, die sich
zweimal in einem Kreis treffen.

Welche Gruppen sind fur einen Kreis
mit 8 Meepeln moglich?

Ein Kreis mit 10 Meepeln?

Andere Kreise?

Ein quadratisches Klassenzimmer mit
sechzehn Meeple-Schilern (4,4,4,2,2) will
sich zweimal treffen. Jeder Meeple spricht
mit den Meeples links, rechts, oben und
unten, aber nicht diagonal. Findest du
einen Weg, wie sie sich zweimal treffen
kénnen? Die folgende Anordnung der
Schuler ist kein guter Anfang.

Wie viele Meeples kdnnen sich am
wenigsten dreimal in einem Kreis treffen?
Du wirst definitiv mehr als finf Farben
brauchen.

SPOILERALARM!

F3.v.7. 8
Fy 7.8
FE3.3.7v. 8
FY.3.v. 8

Das Klassenzimmer der Meeple-Schiler
(4,4,4,2,2) kann sich so zweimal treffen.

Vielleicht gibt es noch andere Méglichkeiten,

aber ich glaube, sie sehen alle dhnlich aus
wie diese.

Sieben Meeples kédnnen dreimal in einem
Kreis zusammenkommen. Weniger als
sieben kdnnen wir nicht zusammenbringen,
weil jeder Meeple jedes Mal mit zwei
anderen Meeples sprechen muss.

In welchen Kombinationen kénnen sich
Meeples bei verschiedenen Kreisgréfien
dreimal treffen? Viermal? Etc. Was ist mit
anderen Formen?

431
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Kinder und Erwachsene sollten
beim Puzzeln normalerweise mit
einem Muster beginnen. warum?

1 Weil das menschliche Gehirn
gut darin ist, mit Mustern zu
spielen. Ein Muster ist leichter zu
durchschauen als ein zufdlliger
Losungsversuch.

2. Normalerweise gibt es viel
mehr zufallige als gemusterte
Lésungsversuche. Muster
l6sen einen groBeren Teil der

Ein quadratisches Klassenzimmer mit Das scheint unmaoglich zu sein. Hier sind
sechzehn Meeple-Schilern (4,4,4,4) will einige meiner schénen Misserfolge zu sehen.
sich zweimal treffen. Findest du einen Weg,

L - . . A i verdienen.
dass sie sich zweimal treffen kénnen? Sie sind wirklich schon - nicht wahr? REEELEISC

Das bedeutet, auch wenn dein
Gehirn nicht gut mit Mustern
umgehen kann, ist es ein guter
Ausgangspunkt for

die Suche nach einer @
Losung.

432

GCRAPHEN-TRAMPOLIN

Eines Tages, mitten im Semester, hat der
Chemiker Richard Smalley eine magische
Kugel gebaut. Er wusste nicht, dass sie
magisch war, bis er durch sie hindurch
schaute. Plotzlich verlief3en seine FUf3e den
Boden, er schrumpfte aus seinen Schuhen
und wurde hineingesaugt.

Er steckte dort fUr eine lange Zeit fest.
Um sich zu amUsieren, sprang er von
Kohlenstoffring zu Kohlenstoffring und
benutzte sie als Trampoline. Schon bald
begann er, Puzzles zu erstellen.

Ein Beispiel: Als er mit dem Kreis begann,

wUrfelte Richard eine 3 und musste
erneut wirfeln. Dann wirfelte er eine 4
und sprang in diese Richtung. Bei einigen
anderen Springen musste er mehrmals
wUrfeln, aber das Ergebnis war eindeutig.
Am Ende gewann er, indem er alle
Trampoline besuchte.

Hatte er jedoch beim Kreis angefangen
und eine 2 gewUrfelt, ware er zum Scheitern
verurteilt gewesen.

VA

GRAPHEN-TRAMPOLIN
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Startsechsecke, bei denen sowohl Startfelder, die immer scheitern, sind Startfelder, die immer erfolgreich sind,

Erfolg als auch Misserfolg maglich orange gefarbt. Es spielt keine Rolle, wie sind grun gefdrbt. Es spielt keine Rolle,

sind, sind eingefarbt. Richard wurfelt. Ab hier wird er immer wie Richard worfelt. Er wird immer
scheitern. erfolgreich sein, wenn er hier beginnt.

Googel .
"Mathigon” fgr _
Hilfsmittel, die dir bel

Male auf den folgenden Seiten jedes
Sechseck orange oder grin an.

der Erstellung deines
eigenen puzzles
helfen

451 456
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echsundzwanzig Buchstobe.n
er letzten Seite

Mathematiker
? qus, aber du
le Kinder,

Die s

des Alphabets aufd

sehen fur die meisten
nicht gerade nach Spa :
wirst feststellen, dass vie
die die abstrakten Ratsel
obschreckend finden, von @
diesen vertrauten Formen
angezogen werden.

Bisher war dies noch kein unendliches Ratsel. Jetzt machen
wir es zu einem, aber nur fUr euch Gurkenmenschen!
Ermittle die Gewinnwahrscheinlichkeit fir jedes Sechseck
zu Beginn. Die hochste Erfolgswahrscheinlichkeit ist 1.

Wie hoch ist die zweithdchste Erfolgswahrscheinlichkeit

fUr jedes Sechseck in jedem Puzzle? Finde die dritt- bis
funfthochste Erfolgswahrscheinlichkeit. Mach weiter ...
SPOILERALARM!

1 1 1/2 1/2
2/3
2/3 1/2 1/2 1/2
1 1/2

5/6 1/4 2/3  2/3 2/3
1/2 2/5

5/6 1/2 n/36  1/3
1/2 1/4 1/3

Die hochsten Erfolgswahrscheinlichkeiten, die ich
gefunden habe, sind 1, 5/6, 29/36 und 3/4. Danach
komme ich nicht mehr weiter und ich bin mir nicht
einmal sicher, ob das die besten sind.

29/36

Nun ersetze diese sechseckigen Ratsel durch

ein beliebiges planares Diagramm, bei dem die
Wahrscheinlichkeit, sich von Knotenpunkt zu Knotenpunkt
zu bewegen, gleichma&fig unter den verbundenen,

nicht besuchten Knotenpunkten ausgewdhlt wird. Die
grofite Erfolgswahrscheinlichkeit ist 1. Was sind die
ndchstgréf3eren Erfolgswahrscheinlichkeiten?

Die zweithdchste, die ich gefunden habe, ist 17/18.
Die dritthdchste war 8/9 aus dem oktaedrischen
Diagramm oben. Ich bin mir nicht sicher, ob das die
besten Werte sind.

Zuko und ich hatten viel Spaf3 dabei, verschiedene Varianten
des Graphen-Trampolin-Puzzles zu I6sen. Dabei wurde klar, dass
die Dinge nicht immer so sind, wie sie scheinen. Wir kénnten
annehmen, dass einige Sechsecke eine Farbe haben, aber bei
néherer Betrachtung werden unsere Annahmen widerlegt. Das
Puzzle half Zuko auch dabei, etwas Uber Symmetrie zu lernen.
Auch hier gab es einige Rdétsel, die zwar fast symmetrisch waren,
aber nicht genau. Zuko hatte auch Spafd daran, etwas Uber die
Atome in Graphen, Uber Richard Smalley und die Struktur von
Fullerenen zu lernen.

Anand Ranganathan (Zukos Vater)
Zuko geht auf eine Grundschule in Stamford, Connecticut, USA. Er spielt gerne
Klavier und Gitarre, sieht sich Serien an und spielt Spiele mit seiner Familie.
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WILLIE WIGGEL WIGGEL WURM:
ZAHNSTOCHER-LABYRINTHE Coe e e e N N
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aber manchmal etwas zappelig. Benutze so wenig Anzahl von Zahnstochern zu finden, fir die es genau

Zahnstocher wie maglich, damit Willie genau eine ein Lésungspaar gibt. Diese Menge von sieben

Moglichkeit hat, sich zu winden. Funktioniert das? Zahnstochern ist nicht genug, denn es gibt noch ein P
weiteres Losungspaar.

o0
Willie Wiggel Wiggel Wurm ist ein guter Schuler, Nehmen wir also an, dein Ziel ist es, die kleinste
o—% —o o—k
4.

4.
| ® ® f ° ° ° ® f ° oo
LN
e o o o o o e o o o o o
[ o +— & \ [ = +—
Jgrnstot™®”
o—& —9 o—¥ - Hier ist das andere Paar. Versuche, die Mindestanzahl an Ich vermute, dass sieben die wenigsten sind, die bei 6x6 mdglich
Zahnstochern zu finden, die nétig ist, um nur ein Paar von Losungen sind. Wie gut ich bei 5x5 abgeschnitten habe, kann ich dir erst sagen,
. . in 5x5- und 6x6-Kartons zu haben. Ich werde die besten Lésungen wenn du es ausprobiert hast. Kleinere Kartons sind auch interessant.
teilen, die ich gefunden habe. Fir die 6x6 habe ich keine Lésung mit FUr 3x3 Kartons braucht man nur zwei Zahnstocher. Ergibt eine
nur sechs Zahnstochern gefunden. dieser 4x4-Zahnstocher-Anordnungen nur ein einziges Losungspaar?
H— —@ H— —@
o SPOILERALARM!

Nein - denn wenn Willie eine Ldsung wie die Finde das zweite Loésungspaar.
obige findet, kann er einfach Kopf und Schwanz

austauschen, um eine zweite Moglichkeit zu finden, sich
zusammenzurollen! L&dsungen gibt es immer paarweise.

SPOILERALARM!

DIE UNENDLICHE GURKE
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Die wenigsten Zahnstocher, die ich in
einem 5x5-Karton gebraucht habe,
waren vier. Die Idee mit den sechs
Zahnstochern im 6x6-Karton funktioniert
nicht, aber sie ist ziemlich nah dran! Es
gibt zwei Paare von Lésungen.

Ab jetzt werde ich nicht mehr beide
Lésungen eines Paares zeigen - es

ist nicht wirklich spannend, zu sehen,
welches Ende der Kopf und welches der
Schwanz ist.

Rechts sehen wir die Antwort auf die
4x4-Frage. Die ersten beiden haben
mehr als eine Moglichkeit, wie Willie
sich zusammenrollen kann. Die beiden
nachsten sind unmoglich. Der letzte
funktioniert! Zwei Zahnstocher reichen
aus, um dafir zu sorgen, dass Willie
nur ein Paar Moéglichkeiten hat, sich
zusammenzurollen.

YA
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Es gibt auch andere Moglichkeiten, vier
Zahnstocher in einem 5x5 zu platzieren, die
eine Antwort ergeben. Wenn du also eine
andere Losung gefunden hast, kannst du
dich freuen.  Und wenn du eine Ldsung
mit weniger Zahnstochern gefunden hast -
wow! Ich bin wirklich beeindruckt, aber du
solltest deine Arbeit Oberprifen!

Die Unendliche Gurke wiirde nicht so
aufrichtig sein, wenn es nicht auch einen
Misserfolg gdbe. Hier ist er. Wahrend der
Monate, in denen ich das Buch geschrieben
habe, dachte ich, dass Willie nur ein Paar
Moglichkeiten hat, sich in der 6x6 auf

der rechten Seite zusammenzurollen.

Ich lag falsch. Wenn du eine Lésung

mit sechs Zahnstochern findest, bei der

es nur ein Paar Maglichkeiten gibt, sich
zusammenzurollen - wow! Ich wdare sowohl
skeptisch als auch beeindruckt!

Die wenigsten Zahnstocher, die ich fur
ein 5x5, 6x6, 7x7 und 8x8 gefunden habe,
sind 4, 7,10 bzw. 1.

Die Schuler kdnnen Plane vorschlagen
und andere Schuiler konnen versuchen,
sie zu knacken, indem sie mehrere
Maglichkeiten finden, wie Willie sich
hinlegen kann. Es ist faszinierend zu
sehen, wie sich die Kinder auf naturliche

Weise in Labyrinth-Designer
und Labyrinth-Brecher

spezialisieren.

-  S——
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Da Willie nicht am Daumen lutschen
kann, um einzuschlafen, rollt er sich
manchmal in einer Schleife zusammen
und lutscht an seinem Schwanz.

¢ Wie viele Zahnstocher braucht er
am wenigsten, damit er nur eine
Moglichkeit hat, das in einem 2x2,
3x3, 4x4, 5x5 oder 6x6 grofien Karton
zu tun?

¢ Was ist mit Rechtecken der Breite 27?

¢ Breite 3?

¢ Breite 4?

SPOILERALARM!

Die Idee, eine Schleife zu bilden,
stammt von Oscar, einem
siebenjahrigen Jungen in einem
meiner Online-Kurse. Wann
immer du eine gute Idee von
deinen Schiilern bekommst,
macht es Spaf, sie

auszuprobieren!
Danke, Oscar.

546
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Das ist eines meiner Lieblingsratsel. Ich
habe nicht daran gedacht, dass es ein
Tier ist. Ich habe nur daran gedacht,
dass es eine Schleife ist. Eine Schleife
ist ein anderes Ratsel als eine einfache
Linie. Eine Schleife ist oft eine gréfiere

Herausforderung. Ich bin mir nicht sicher,

warum es schwieriger ist, aber es ist
einfach so. Wenn du die Dimensionen
auf vier oder mehr stellst, oder wirklich
mit 3x4 anfdngst, macht es Spaf3. Das
ist eine Kombination aus Geometrie und
Logik und vielleicht ist auch ein bisschen
Diagrammtheorie dabei.

Oscar wurde in New York City geboren und lebt
jetzt in Kalifornien. Im Alter von sieben Jahren ist

er bereits in jeder Hinsicht ein Mathematiker, auf3er

dass er einen Abschluss hat. Er ist Autodidakt.

566

Zundchst wollen wir anerkennen, wie
unglaublich langweilig es for Willie

ist, sich in eine Schlaufe fir einen
beliebigen rechteckigen Karton zu legen,
der die Breite 2 hat. Es werden keine
Zahnstocher benotigt.

Ein 3x3 Quadrat und alle Rechtecke mit
einer ungeraden Anzahl von Quadraten
sind ein bisschen schwieriger. Genau
genommen sind sie unmaoglich. Warum
ist das so?

Uberlege dir, wie Willie aussieht, wenn
er sich in einen Karton legt, der frisch
mit einem Schachbrettmuster bemalt
ist. Sobald die Farbe getrocknet ist, hat
Willie ein prachtiges, abwechselndes
Muster - ein Muster mit einer geraden
Anzahl von Streifen! Willie ist sich
ziemlich sicher, dass es da irgendwo
einen Widerspruch gibt.

-9

[ o

FUr ein 4x4-Quadrat brauchst du zwei
Zahnstocher. FUr das 6x6 werden hochstens
sechs Zahnstocher bendtigt. Ist das die
beste Losung? Ich weif3 es nicht.

FUr ein 3x4-Rechteck brauchst du einen
Zahnstocher, fUr ein 3x6-Rechteck zwei
Zahnstocher und fUr ein 3x8-Rechteck
(unten) drei. Die Zahnstocher kdonnen alle
auf der linken Seite oder alle auf der rechten
Seite oder eine Mischung sein. Dieses Muster
setzt sich bei 3x10, 3x12 usw. fort.

FUr das 4x10-Rechteck braucht man nur
vier Zahnstocher! Dieses Muster kann
fir Idngere Rechtecke der Breite vier
erweitert werden.

568
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PINOCCHIOS

SPIELKAMERADEN

Als Pinocchio in die Schule kommt, hat er
die traurige Fahigkeit, einige seiner ehrlich
sprechenden Klassenkameraden in LUgner
zu verwandeln.

In seiner ersten Klasse sitzen 16 Schiler
mit Tischen in einem 4x4 Klassenzimmer.

585

Pinocchios Lehrer fordert die Schuler auf,
nur dann die Hand zu heben, wenn sie
neben (links-rechts-vorne-hinten) genau
zwei gleichgesinnten Schilern sitzen. Was
machen die Schiler?

¢ Ein Wahrheitssprecher hebt seine
Hand nur, wenn er neben genau zwei
Wahrheitssprechern sitzt.

e Ein LOgner lugt. Wenn er neben genau
zwei anderen Lignern sitzt, hebt er seine
Hand nicht. Ansonsten tut er es.

Wenn der Lehrer die Frage stellt, heben alle
Kinder ihre Hande! Wie viele der 16 Schiler
sind LOgner und wie kénnten sie im 4x4
Klassenzimmer sitzen?

SPOILERALARM!

Es gibt vier Lugner. Die
Klasse befindet sich in

einem der beiden Muster auf
der linken Seite. Die zwolf
Wahrheitssprecher sind grin.
Die LUgner sind rot.

Pinocchios ndchstes Klassenzimmer ist
5%5. Der Lehrer stellt die gleiche Frage

und bekommt das gleiche Ergebnis! Alle
Schiler heben die Hand. Wie viele Schiler
sind LOgner und wie kdnnten sie umgesetzt
werden?

Das funktioniert nicht. Warum nicht?

Es klappt nicht, weil der Schiler in der Mitte
ein LUgner ist. Er sitzt neben zwei anderen
LOgnern, wenn er also die Hand heben
wirde, wirde er die Wahrheit sagen.

Es gibt nur eine Losung fur
das 5x5-Klassenzimmer. Es
gibt genau 9 Lugner und 16
Wahrheitssprecher.

Wenn die Schuler sich fir die Pause
fertig machen, stehen sie manchmal
im Gang an. Er ist gerade breit genug,
damit zwei Schiler nebeneinander
stehen kdnnen. Finde fir eine gerade
Anzahl von Schilern alle méglichen
rechtwinkligen Anordnungen von
LOgnern und Wahrheitssagern, so dass
alle Schiler die Hand heben, wenn sie
gefragt werden, ob sie neben genau zwei
gleichgesinnten Schilern stehen. Diese
Ubung stammt von der taiwanesischen
P&adagogin CinJhih Zeng.

SPOILERALARM!
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Wenn sich die Schiler im Flur aufstellen,
gibt es nur eine Moglichkeit - es sei denn,
die Zahl der Schuler ist ein Vielfaches von
drei. Dann gibt es zwei Moéglichkeiten.

2 Schuiler

4 Scholer

6 Schiler

8 Schuler

605

In welchen Klassenzimmern kénnen alle Schiler Zu Beginn dieser Woche habe ich Pinocchios
ihre Hande heben? Ist das mit 5x6, 5x7, 6x6 oder Spielkameraden ausprobiert, nachdem

6x7 Rechtecken moglich? Das 6x7-Rechteck meine Klasse ein paar Wahrheitsféalscher-
unten funktioniert nicht, weil einige Schiler in der und Lignerprobleme gespielt hatte. Es war
zweiten Reihe ihre Hande nicht heben. grof3artig.

PINOCCHIOS SPIELKAMERADEN

Statt nur Quadrate und dicke Rechtecke zu
betrachten, wie in Gords urspringlichem
Puzzle, habe ich meine Kinder ermutigt, ein
Muster mit langen, dinnen Rechtecken der
Breite 2 zu finden. Ich erzdhite Gord davon
und er hat es Gbernommen - auf3erdem hat
er das Puzzle um Friesmuster ergdnzt.

10 Schuler

Cin Jhih Zeng unterrichtet Mathe mit Origami
und Puzzles. Er entwickelt Mathematik-
Lehrplane, entwirft seine eigenen Puzzles

und hilft bei der Leitung des Math Board
Game Camps in Taipeh.

12 Schuler

6x6, 7x7, 8x8 und 9x9 Klassenzimmer heben alle
ihre Hande. Weif3t du in jedem Fall, wie viele
Wahrheitsverkinder es in der Klasse gibt?

SPOILERALARM!

14 Schiler .
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Hier sind die Losungen fur die 5x6,

6x6 und 6x7 Rechtecke. Das 5x7- ..

Rechteck halte ich fur unmaoglich.

Gib deiner Klasse regelmdfiig .
unmogliche Aufgaben.
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5x6

Das 6x6-Klassenzimmer hat entweder
20 oder 24 Wahrheitssprecher. Das 7x7-

Klassenzimmer hat 28 Wahrheitssprecher. Als Pinocchio seinen Abschluss gemacht hat, stellt er fest,
Futtere deine Klasse Das 8x8-Klassenzimmer hat 32 dass seine Fahigkeiten im Umgang mit der Wahrheit sehr
mit unmoglichen @ Wahrheitssprecher. Alle gréfieren geschatzt werden. Laut Pinocchio, dem Politiker, stehen
Problemen regelmafig. Quadrate kdnnen eine unterschiedliche unendlich viele Menschen Schlange, um ihn sprechen zu
. Anzahl von Wahrheitsspendern haben. hoéren. Finde einige periodische Muster, die Pinocchios
Das 9x9-Klassenzimmer oben hat Behauptung moglich machen, wenn der Flur zwei breit ist.
zwischen 40 und 44. Welche Perioden sind méglich?

SPOILERALARM!
6x6

612 624
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Il Il Wiederholungen
o000 e00EaNEENOEENNEENEES alle 2 Personen
) O @ @ @ O O @ @ 2 Wiederholungen
@ ) a [ ] [ ] [ [ ] [ [ ] [ ] alle 6 Personen
) O @ @ O @ O Wiederholungen
O O a O [ [ [ ] alle 8 Personen
iederholungen

a8 a8 a8 ] ] a8 Wiederholung
[ ] ] [ ]| ] (| (] | [ alle 10 Personen
iederholungen

a8 a8 (| ] a8 (] ] Wiederholung
(] (] [ ] [ ] alle 12 Personen
iederholungen

) @ @ O Wiederholung
.. . .. . . .. . alle 18 Personen
iederholungen

a8 @ a8 @ ae Wiederholung
. .. . . .. .. alle 20 Personen
iederholungen

a8 o8 a8 88 Wiederholung
[ ] | O (| B | [ (] ] alle 22 Personen
O a8 @ O ae @ Wiederholungen
a O O a a a @ alle 26 Personen

Wir kdnnen die Losungen danach ordnen,
wie hdufig sie sich wiederholen. Die untere
L6sung wiederholt sich alle 26 Personen.
Finde heraus, wie sich unendlich viele
Menschen aufstellen ké&nnten, wenn der
Flur 3,4, 5, 6 oder 7 breit ware. Es kann sein,

627

dass eine dieser Breiten unmaoglich zu 16sen
ist - ich habe keine Lésung gefunden. Oh!
Eine weitere Regel: Wir miUssen Losungen

- wie die oberste - ablehnen, die eine Reihe
mit lauter LOgnern haben. Ligner wissen,
dass sie schlaver sein mussen als das!

Die Zahlen 4,14, 16 und 24
scheinen unmaoglich, aber
jede gerade Zahl nach 26
ist moglich.

Diese beiden Seiten sind nur for
Menschen, die verrickt sind.

Ich habe keine Losung fUr einen Flur der Breite 7 gefunden.
Diese scheitert daran, dass sie eine Reihe von LUgnern hat.
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Welche Muster von Wahrheitssprechern und Lignern wirden
diese kleinen 2x2 Klassenzimmer funktionieren lassen? Wie
du sehen kannst, heben nicht alle Schiler die Hand:

Diese Methode, Pinocchios Spielkameraden in den Unterricht
einzufOhren, stammt von Vinay Nair, dem Mitbegrinder der

Raising A Mathematician Foundation in einem Vorort von Mumbai,

Indien. Im Folgenden findest du einige Antworten, wobei grin fur
die Schuler steht, die die Wahrheit sagen. Das ganz rechte 2x2-
Quadrat ohne erhobene Hande ist unmoglich.

00

* Un“"bg“c'h

Hier sitzen einige von Pinocchios Spielkameraden in
einem 3x3-Klassenzimmer. Welche Sitzordnung kénnte
dazu fUhren, dass diese Honde erhoben werden?

Hier sind einige Sitzordnungen, die zu diesen
erhobenen Handen gefthrt haben kénnten:

O 0" 0
88 08 8
88 Tes 80
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Ist dir aufgefallen, dass eine asymmetrische Sitzordnung
manchmal zu einer symmetrischen Anordnung der erhobenen
Hande fuhrt? Trifft auch das Gegenteil zu? Kann ein
symmetrischer Sitzplan jemals zu einem asymmetrischen Plan
mit erhobenen Handen fUhren? Nein. Das ist Pinocchios auf
den Kopf gestellte Entropie! Dinge kénnen mehr organisiert
werden, aber niemals weniger organisiert.

In einem Klassenzimmer mit n Schilern gibt es 2n
Moglichkeiten, wie Ligner und Wahrheitsverkinder sitzen
kénnen, und 2n Muster, wie die Hande gehoben werden
kédnnen. Eine Folge von Pinocchios umgedrehter Entropie ist,
dass nicht alle Muster der erhobenen Hé&nde gesehen werden.

Wie viele Muster fUr erhobene Hande werden unmaoglich
sein? Welches ist vermutlich das hdufigste?

Stell dir vor, dass nach einer 3x3 Klasse eine neue Gruppe von Pinocchios
Spielkameraden das Klassenzimmer betritt. Die Wahrheitssprecher
sitzen auf den Platzen, die in der vorherigen Klasse die Hande gehoben
haben; die LOgner sitzen auf den Obrigen Platzen. Das wiederholt sich
Klasse fUr Klasse. Hier ist ein Beispiel dafir, was passiert:

O
88C 00

Die erste Klasse Die erste Klasse Die zweite Die zweite Klasse
setzt sich hebt die Hande Klasse sitzt hebt die Hand

888 0O
O O

Finde alle Sitzordnungen in einem 6x6-Klassenzimmer, in dem die Lugner

und die Wahrheitssprecher auf denselben Stuhlen sitzen, Klasse fir Klasse.

Es gibt acht 6x6 Klassenrdume, die von Klasse
zu Klasse gleich bleiben. Das sind vier. In den
anderen vier werden einfach die LUgner und die
Wahrheitssprecher ausgetauscht.

Den Schilern macht es Spaf, kreativ zu sein und ihre
eigenen Varianten von Ratseln zu entwerfen. Meist
werden sie trivial oder uninteressant sein, aber es wirkt
befreiend, wenn die Schiler erkennen, dass Regeln
geschaffen werden und verédndert werden kénnen. Das
ist selbst dann von Vorteil, wenn du dich entscheidest,
keine der Varianten weiterzuverfolgen.

Die folgenden Vorschlége sind das Ergebnis eines
zehnminUtigen Brainstormings mit zwei Klassen von
Schilern der Jahrgangsstufen 10 und 11. Jeweils

eine Schilerhypothese habe ich mit aufgenommen.
Eine lebendige Matheklasse zeichnet sich dadurch
aus, dass es viele falsche und richtige

Hypothesen gibt, also erwarte nicht, dass @

alle Hypothesen richtig sind.

IDEA #1 — Niemand!

Anstatt dass alle ihre Hand heben, hebt niemand seine Hand.

Alle heben Niemand hebt
die Hand die Hand

IDEA #2 —Halb & halb!

Hypothese:

Tausche Logner und
Wahrheitssprecher

in einer Klasse aus,
die das urspringliche
Ratsel geldst hat, um
eine Lésung fur dieses
Ratsel zu finden.

Anstatt dass alle Schiler die Hand heben, hebt genau die Halfte die Hand.

Hier sind zwei Losungen fUr ein 4x4 Klassenzimmer:

IDEA #3 — Diagonale!

Anstatt dass die Schuler die Hand
heben, wenn sie neben (links-
rechts-vorne-hinten) genau zwei
gleichgesinnten Schilern sitzen,
fragt der Lehrer, ob sie diagonal
neben genau zwei gleichgesinnten
Schulern sitzen. Hier ist ein Beispiel
fOr ein 5x5-Klassenzimmer, in dem
alle Schiler ihre Hand heben:

Hypothese:

Bei allen Lésungen
gibt es 50/50 Lugner/
Wahrheitssager.

Hypothese: Alle Lésungen
haben LUgner in den Ecken.
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Blubbernde Hessel

Die Macbeth-Hexen stiften Unruhe.

Lege nacheinander Frésche in einen Kessel,
beginnend mit Frosch Nr. 1, dann Frosch Nr.
2, usw. Wenn zwei Frosche in einem Kessel

zu einem neuen Frosch hinzukommen, gibt

es eine Explosion.

Jetzt ist es an der Zeit, Frosch Nr. 7 in
einen der unten stehenden Kessel zu legen.
Welchen wahlst du?

685

Das ist eine Fangfrage, denn in beiden
Fallen kommt es zu einer Explosion:

2+5=7 im linken Kessel und 3+4=7 im rechten
Kessel.

Beginne wieder mit Frosch Nr. 1. Wie viele
Frésche kannst du nacheinander in

die Kessel legen, ohne eine Explosion
auszuldésen?

SPOILERALARM!

Beginne bei einer Klasse mit jungen Kindern nicht damit, die
Regeln zu erklaren. Versuche stattdessen, ein emotionales
Interesse zu wecken. Bringe so viele Kinder wie méglich dazu,
etwas zu dem Rdatsel beizutragen.

LEHRER: Anna, in welchen Kessel willst du Frosch Nr. 1legen?
ANNA: "Den orangenen.”

LEHRER: "Alonzo, in welchen Kessel willst du Frosch Nr. 2
legen?”

ALONZO: "Wieder in den linken."”

Die Kinder verstehen immer noch nicht, was hier los ist. Das ist in
Ordnung. Kinder sind es gewohnt, auf diese Weise zu lernen. Mach
weiter, bis ...

BEATRICE: " Leg Frosch Nr. 7 in den rechten Kessel."

LEHRER: "Ka-boom! Er ist explodiert! Du wurdest reingelegt,
Beatrice! Warum? Weil zwei Zahlen im Kessel bereits die
Summe 7 ergeben ...

BEATRICE: "3+4=7"

Welches Kind wirde nicht gerne reingelegt werden?
Reingelegt zu werden bedeutet eigentlich Versagen, aber
indem du spielerisch mit dem Wort umgehst, entfernst du das
Stigma des Versagens aus dem Klassenzimmer.

LEHRER: "Hattest du es vermeiden kdnnen, reingelegt zu

werden, wenn du den anderen Kessel gewdahlt hattest?” Issai Schur ist ein russischer Mathematiker, der an der Universitat
BEATRICE: Ja .nein .. 2+5 = 7" Berlin bei Ferdinand Frobenius studiert hat (dessen MUnzproblem
leicht in diese Sammlung hatte aufgenommen werden kdnnen). Als
weltlicher Jude wurden Issai in Nazi-Deutschland alle akademischen
Namen aberkannt; er floh 1939 nach Paléstina, wo er in Armut starb.

LEHRER: "Stimmt, egal was du getan hattest, du warst am
Ende reingelegt worden! LOL! !

sogar noch langer als ich. Sie lasst die Schiler sie
durch wiederholte Explosionen entdecken. Das muss
ich ausprobieren!

Die Padagogin Skona Brittain verschweigt die Regeln @ Blubbernde Kessel ist von seiner Arbeit inspiriert.
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Ich liebe diese Beschéftigung zu Halloween - ich habe
sogar kleine Plastikkessel gekauft, um sie dafir zu
benutzen. Ich hatte damit Erfolg bei vielen Kindern - von
der ersten bis zur achten Klasse. Das Grundrdtsel trainiert
sowohl das Rechnen als auch das logische Denken. Die
Erweiterungen auf andere Reihen enthillen interessante
zahlentheoretische Eigenschaften. Wie bei praktisch allen
Ratseln von Gord kdnnen die Kinder auch bei diesem ihre
eigenen Versionen entwickeln, indem sie

die Reihenfolgen abé&ndern.

Skona Brittain ist mit ihren skurrilen
mathematischen Uhren zur
Unternehmerin geworden. Mit ihren
Kindern Shelly und Sandy begann
sie mit dem Heimunterricht und
leitet jetzt einen exzentrischen
Mathematik-Zirkel, die Santa
Barbara Math Ellipse.

690

Dieses unendliche Ratsel, das immer wieder auftaucht, wurde
erstmals 1916 von dem Mathematiker Issai Schur erforscht. Wenn
zwei Schiler einen Weg gefunden haben, acht Frésche in die beiden

Kessel zu legen (besser geht es nicht; neun Frdsche sind unmoglich),

gib ihnen einfach eine der folgenden Aufgaben:

Beginne mit 1 und lege so viele ODD-Frésche wie moglich in zwei
Kessel.

Lege so viele GERADE Frosche wie moglich in zwei Kessel. Wie
immer musst du mit der kleinsten geraden Zahl beginnen und
dich hocharbeiten ... 2, 4, 6, 8,10, 12, 14, 16, usw. Das Beste, was du
erreichen kannst, ist 16. (Ist es Zufall, dass 16 das Doppelte der 8
Frésche aus dem Originalratsel ist?)

Bringe so viele Frosche wie méglich in drei Kesseln unter. Die
bestmogliche Antwort steht unten. Ich habe noch keinen Schiler

der zweiten Klasse gefunden, der das im Unterricht gemacht hat.

Es gibt einen magischen goldenen Kessel. Lege so wenige
Frosche wie moglich hinein. Die Zahlen im goldenen Kessel
explodieren nicht. Starte mit zwei eisernen Kesseln und einem
goldenen Kessel. Zahlen, die bei der Division durch finf den
gleichen Rest haben, miUssen in denselben Kessel gehen. Diese
Erweiterung und die nachste sind fir dltere Schiler gedacht.
Sie stammen vom Julia Robinson Mathematics Festival.
Wahle aus allen Eisenkesseln Quadrate, Wirfel oder Zahlen
aus der Fibonacci-Folge. Auch hier ist das Ziel, mdglichst viele
davon in eine bestimmte Anzahl von Kesseln zu bekommen.
Wie hoch kannst du mit zwei eisernen Kesseln kommen, wenn
ein Kessel nur dann explodiert, wenn drei Frésche im Kessel
den Frosch ergeben, der hineingelegt wird?

Was passiert, wenn ein Kessel nur dann explodiert, wenn
genau ein Froschpaar die Summe des Frosches hat, der
hineingelegt wird? Wenn zwei Froschpaare die Summe des
hineingelegten Frosches ergeben, passiert nichts.

GOOQ @@0@ 990@
0%0° 090 M{e
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BANYRN Brum

BANYAN BAUM

Im Klassenzimmer sollten diese wurzeln
eine ganze Zahl nach der anderen gezeigt
werden, wobei die Kinder dazu aufgefordert

Ein einsamer Banyan Ba 0 (] ;
y um drickt Jahr fur Jahr seine Wurzeln in werden:

den Boden. Hier sind Bilder nach zehn, zwanzig und dreif3ig Jahren

Wie wachsen die W 5 ) . « vorhersagen, wo die ngchste ganze Zahl
Wos ist die ndchsteuzrzf\:n - .ES gibt einfache Regeln zu entdecken. erscheinen konnte.
ahl, die unter der Wurzel wachst: ! «  Beobachtungen machen.
30-20-14-10-6-4-3-2-1? . :
f « Hypothesen Uber die Regeln aufstellen.
« Hypothesen aufgeben, die nicht zu den
Beobachtungen passen.

SPOILERALARM!

Das ist die wissenschaftliche
5 Methode. Die wissenschaftliche
Methode wird ironischerweise nicht
4 im naturwissenschaftlichen Unterricht
5 vermittelt, indem man die Kinder in die Natur

schickt, damit sie sich die Hande schmutzig

machen, sondern im Matheunterricht mit
7 8 Mini-Mathematik-Universen wie diesen

Banyan Baumen. warum? Die Regeln
7 13 unseres realen Universums sind komplex und

schwer zu entdecken, wdhrend die Regeln
der Mini-Mathematik-Universen so gestaltet
sind, dass sie entdeckt werden konnen.

12 ’
8

In der Klasse sollte es genauso viele falsche
26 X 25 29 Hypothesen wie richtige Hypothesen geben.

Das ist der beste Indikator dafur, dass

die Kinder offen genug sind, um Ober ihre

Ideen zu sprechen. Falls du nicht genug

falsche Hypothesen bekommst,

frage gezielt nach. "Was ist eine

Hypothese, von der wir wissen,

dass sie falsch ist?"

21
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BANYAN BAUM

Hier sind die gleichen Wurzeln im Alter von 60 Jahren. Einige Beobachtungen: 1 Der einsame Banyan Baum hat
e Mit jeder Wurzel werden die ganzen Zahlen grofier. chaotische Wurzeln. Andere Banyan
¢ Jede ganze Zahl von 1-60 kommt genau einmal vor. p) Baume haben Regeln, die zu sich
» Einige Wurzeln sehen so aus, als wirden sie nur gerade Zahlen enthalten. wiederholenden Mustern fUhren.
* Der linke Teil (6-9-12-21-33-39) ist das vergessene Z&hlen von Dreien. 3 . . L
* Die Zahlen breiten sich horizontal aus, wenn die Wurzeln élter werden. Findest du °_"e Regelln fUr diesen
Die 9 und die 10 lagen friher dicht beieinander. 4 5 nahen Cousin des einsamen Banyan

?
» Einige Wurzeln wie 13 und 24 sehen aus, Baums heraus?

als hatten sie aufgehodrt zu wachsen

6 7 8
9 10 n 13
12 15 14 16 18
21 19 17 20 24 22 26 25 29
33 28 34 23 27 31 30 32 38 42 36 43
25
D € €&F 37 40 2] 44 M 35 M 45 M 43 M 50 54 l.‘
51 60 46 57 55 58 52 59 51 52 53 54 55
Hier sind einige Regeln, die das
Wachstum eines einsamen Banyan 56
Baums nach 2 erklaren:
e Eine ganze Zahl wachst auf einer Wurzel, wenn sie die Summe e Zahlen liegen in der Mitte zwischen den Zahlen unter ihnen.

von zwei verschiedenen Zahlen ist. Beispiel: Die 14 wdchst auf der
Wurzel 10-6-4-3-2-1, weil 14=10+4.

Wenn es eine Wahl gibt, wachst sie auf der kleinstmoglichen Zahl.

Beispiel: Die 14 wachst nicht auf der Wurzel 11-7-4-3-2-1, denn sie
zieht es vor, unter der kleineren Zahl 10 zu wachsen.

Das Wachstum unter einer Zahl nimmt von links nach rechts zu.
Beispiel: Unter 31 steht 35-45-48

Beispiel: Die 14 liegt weder weit links Uber der 17 noch weit rechts
Uber der 24. Sie liegt in der Mitte.

Die niedrigsten Zahlen auf den Wurzeln sind gleichmafig

von links nach rechts verteilt: 39-47-49-5351-60-56-57-55-
58-44-52-59-48-50-2454-38-42-36-43-29-13.

Wurzeln mit der gleichen Anzahl von Zahlen reichen in

dieselbe Tiefe.

Die Regeln sind bis auf die erste Regel identisch
mit denen des einsamen Banyan Baums.

Statt genau zwei verschiedene ganze Zahlen
zu addieren, addiere zwei oder mehr ganze
Zahlen. Beispiel: Die 15 wéchst auf der Wurzel
7-4-3-2-1, denn 15=7+4+3+1.

Schluss mit den allein stehenden Baumen!
Jetzt ist es an der Zeit, den Unendlichen
Wald zu erkunden!
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Hier sind die Wurzeln von zwei sechzig
Jahre alten Baumen im Unendlichen Wald.
Alle Wurzeln im Unendlichen Wald wachsen
nach denselben Regeln. Findest du heraus,
welche das sind?

SPOILERALARM!

Hier sind die wichtigsten Regeln fir den
Unendlichen Wald:

Alle Wurzeln beginnen mit 1.

Jedes Jahr wdachst die ndchste ganze
Zahl auf einer Wurzel, die die Summe
von zwei Zahlen ist, aber im Gegensatz
zu unseren vorherigen Baumen kénnen
diese ganzen Zahlen gleich sein.
Beispiel: 32 wachst auf der Wurzel 16-8-
4-2-1, denn 32=16+16.

Jedes Wachstum muss auf einer
moglichst kurzen Wurzel stehen.
Beispiel: Im unteren Baum wdchst die
17 auf einer Wurzel der Lange 5: 16-8-4-
2-1 (17=16+1) und nicht auf einer Wurzel
der Lange 6: 15-10-5-3-2-1 (17=15+2).
Haufig hat man die Wahl zwischen
vielen gleich kurzen Wurzeln. Diese
Wahl ist der Grund dafir, dass es im
Unendlichen Wald unendlich viele
Baume gibt.

Die Baume im Unendlichen Wald
befirchten, dass ihre Wurzeln zu tief
reichen. FUr manche Zahlen gibt es keine
Wahl. Die Zahl 6 befindet sich immer auf
der gleichen Wurzeltiefe. Sie liegt entweder
auf der 4-tiefen Wurzel 6-3-2-1 (6=3+3) wie
oben oder auf der 4-tiefen Wurzel 6-4-2-1
(6=4+2) wie links.

Welche ist die kleinste Zahl, die auf zwei
verschiedenen Wurzeltiefen liegen kann?

SPOILERALARM!

/51




Die kleinste Zahl, die auf zwei verschiedenen

Wurzeltiefen liegen kann, ist 15. Sie kann ein

Teil einer 6-tiefen Wurzel sein, wie 15-9-6-3- L
2-1, oder ein Teil einer 7-tiefen Wurzel, wie

15-11-10-6-4-2-1.

Die niedrigste Zahl, die in drei oder vier
verschiedenen Tiefen vorkommen kann,
kenne ich nicht.

14 13 N 15

Ein Wettbewerb zwischen zwei unendlich alten Baumen wird
entschieden, indem man die kleinste positive ganze Zahl
sucht, die auf einem Baum tiefer liegt als auf dem anderen.

Der Verlierer ist der Baum, der die tiefere Zahl hat.
Es gibt nur einen unendlich alten Baum, der nie
einen Wettbewerb verliert. Er existiert, aber seine
verzweigten Wurzeln bleiben ein Geheimnis.
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55

60 42

47

53
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46

58

57

48

38 45 54 41 49 56

59 39

Bei diesem Ratsel ist die untere Zahl jeder Wurzel als
Hinweis angegeben. Haben alle Ratsel im unendlichen
Wald einen einzigen Baum als Lésung? Kann man Béume
mit unendlichem Alter Uberhaupt |6sen? Ich kenne die

Antwort auf beide Fragen nicht.

Die Lésung fur dieses Ratsel findest du auf der
ndchsten Seite.
SPOILERALARM!
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Hallo,

ich bin Gordon Hamilton. Ich bin Vater von zwei Jugendlichen,
aber beruflich vor allem als Erfinder von Brettspielen wie
Santorini und als Leiter von MathPickle.com bekannt.

Vor 18 Jahren wurde mein Sohn gerade geboren und ich
dachte mir, ich schaue mal, was die Schule fur ihn bereithdlt.
Ich meldete mich freiwillig als Alibi-Mathematikerin auf einer
Mathe-Messe in einer Schule in Calgary, Kanada.

Ich lief zwischen den Ausstellungen umbher, l6ste Ratsel und
unterhielt mich mit den Schilern. Dann passierte es. Ein
Madchen aus der funften Klasse erklarte ihr Ratsel. Es war
bekannt, aber fUr mich war es neu. Ich versuchte, es auf diese
Weise zu |6sen. Ich versuchte, es auf diese Weise zu &sen. Sie
wusste, dass ich die Mathematikerin war. Je mehr ich mich
abmUhte, desto breiter wurde ihr bdses kleines Grinsen.

Ich |&ste das Ratsel erst, als ich am Abend nach Hause kam,
aber als ich die Schule verlief3, wurde mir klar, dass mein
Scheitern das schénste Geschenk war, das ich dem Madchen
hatte machen kénnen.

MathPickle und dieses Buch sind ein direktes Resultat dieser
Begegnung.

Die 14 Unendlichen Gurken in diesem Buch sind so gestaltet,
dass sie viele Schiler ansprechen. Sie sind alle originell. Ich bin
wirklich stolz auf sie.




Bisse von
der Apfel

Unterrichten ist eine experimentelle
Wissenschaft.

Die Arithmetik wird Uberbewertet.
Schnelligkeit wird Oberbewertet.
Langsames, schwieriges Problemldsen ist
genau das, worauf wir den Grofiteil der
Unterrichtszeit konzentrieren missen.

Mathematik muss schwer sein! Das
Hauptziel des Mathematikunterrichts ist

es, den Schilern das Denken beizubringen.

Wenn dir jemand sagt, dass er Mathe
"leicht” machen will, dann lauf weg - er
versteht nicht, worum es geht.

Warum unterrichten wir Mathematik?
#Grund Nr. 1. Wir unterrichten Mathematik
weil wir wissen, was bleibt, wenn die
Mathematik vergessen wird.

Versuche, konsequentes Denken vor dem
Hintergrund von Religion, Politik, Literatur
oder sogar Wissenschaft zu unterrichten.
Das klappt nicht. Wahle Mathe.
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Wenn ich mich entscheiden muss zwischen
einem Kind in der 6. Klasse, das schnell
seinen Stundenplan auswendig lernen
kann, und einem Kind, das scharfsinnig
genug denken kann, um mich in einem
Brettspiel zu schlagen, dann wéhle ich das
Kind, das denken kann. Ich hoffe, ich muss
mich nicht entscheiden.

Schenke das Geschenk des Scheiterns.

Indem die Schuler taglich wiederholt mit
Misserfolgen konfrontiert werden, verlieren
sie das Stigma des Scheiterns und kdénnen
sich voll und ganz darauf einlassen.

Eltern verlangen oft, dass begabte Schiler
den Lehrplan schneller durchlaufen. Diese
Schiler hUpfen und springen von Erfolg

zu Erfolg, bis sie die Universitat erreichen

- und dann platsch! Das Scheitern muss
bereits im Kindergarten in die Erfahrungen
aller Kinder - insbesondere der begabten -
eingeplant werden.

Sport und Mathe sind die einzigen

beiden Facher, in denen es eine klare
RUckmeldung fur die Lehrer gibt. Schiler
werfen den Basketball entweder ein oder
nicht. Die Antwort ist entweder richtig
oder falsch. Diese klare Rickmeldung

ist das perfekte Mittel, um den Schilern
beizubringen, wie man sich bewegt und
denkt.

Manche Padagogen legen zu viel Wert
auf "reale” Probleme. Die "reale Welt" ist

irrelevant. Entscheidend fUr die Beurteilung,

ob ein Lehrplanproblem gut ist, ist nur eine
Frage: Wird das gesamte Spektrum der
Fahigkeiten der Schiler berucksichtigt?

Nicht unterbrechen! Die Mathestunde
endet in 5 Minuten. 85% der Schiler sind
beschaftigt. Ist es Zeit zum Nachdenken?
Wahrscheinlich nicht.

Genauso wenig wie wir eine Klasse haben,
die "Vokabeln" heif3t, sollten wir eine Klasse
haben, die "Mathematik” heift.

Benenne den Mathematikunterricht in der

Grundschule in "Problemldsungsunterricht”
um. Diese Klassen wUrden die Mathematik
nutzen, um interessante Ratsel zu 16sen.

Wenn ein Schiler seine Arbeit nicht zeigt,
dann beschwere dich nicht und gib ihm
eine schwierigere Aufgabe.

Fordere jeden Tag eine unmogliche
Aufgabe. Wenn deine Schiler nicht
darauf vertrauen kdénnen, dass du ihnen
nette, seridse Aufgaben stellst, wird

der Matheunterricht ganz bestimmt
interessant.

Verpacke Mathe nicht in nette, saubere
Pakete. Beende es mit einer Frage. "Ich
frage mich, ob wir ein Venn-Diagramm mit
vier Kreisen erstellen kdnnen?"

Dein wichtigstes Ziel bei der
Unterrichtsgestaltung ist es nicht, den
Unterricht EINFACH zu gestalten, sondern
ihn SPANNEND zu machen.

Die wissenschaftliche Methode sollte zuerst
im Mathematikunterricht unterrichtet
werden. Die Schiler sollen die Regeln

eines mathematischen Miniuniversums
erraten, das erschaffen wurde, um seine
Geheimnisse zu enthillen. Die Gesetze der
realen Welt sind zu komplex.

Regeln sind langweilig. Erklare bei
einem Grundschulratsel nicht zuerst
die Regeln. Das wird 20% der Schiler
langweilen. Beginne stattdessen mit
einem emotionalen Erlebnis ...

Die Klasse soll versuchen, das

Ratsel zu 16sen, ohne die Regeln zu
kennen. NatUrlich scheitern sie. Lacht
gemeinsam! Wie augenzwinkernd "fies"
von dirl Sag ihnen eine Regel, nachdem
sie gescheitert sind - oder lass sie die
Regel erraten, an der sie gescheitert
sind.

Es lohnt sich, mit Schilern zu
experimentieren, die gemeinsam
Aufgaben I6sen. Viele Kinder finden
soziale Matheaufgaben spannend.

Schoénheit geht vor Wahrheit. Es gibt
keine Entschuldigung fur hassliche
Mathematik in der Grundschule. Es
sollte schdn aussehen. Zu oft feiern
wir Arbeitsblatter, die alle wahr und
langweilig und hdsslich sind.

Die Ratsel in diesem Buch sind nicht
fUr die Elite gedacht. Problemldsen
ist das Herzstick einer guten
Mathematikausbildung for alle.

#Aufgabe Nr. 1 der Eltern: |hr Kind
jede Woche in einem Brettspiel zu
besiegen. So kénnen Eltern den
Problemlésungsunterricht am besten
ergdnzen.

ULAM numbers

Die Seitenzahlen in diesem Buch sind Ulam-Nummern.
Mehr dazu erfahren Sie auf Seite 6.




Eine Ratselsammlung, die unendlich
viel Spafs macht!

David Martin Prasident des Math Council Alberta Teachers

Association
Die Unendliche Gurke macht das, was Martin
Gardner gemacht hat, aber es 6ffnet die Tur

auch fur viel jungere Lernende.
Scott Kim Ratselmeister

¢ Die Unendliche Gurke gehort in die

Hosentasche eines jeden Mathelehrers.
Stephanie Englehaupt Grundschullehrerin

NO % @ HUMAN Dieses Buch wurde von Menschen

Al MADE

geschrieben und illustriert.




